nsrciỦ : 


Thiện 


ni 
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VĂN NHƯCƯƠNG (Chủ biên) 
PHẠM KHẮC BAN - LÊ HUY HÙNG - TẠ MÂN 


BÀI TẬP 


HÌNH HỌC 
12 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC 
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Đây là cuốn sách bài tập dùng cho học sinh học theo chương 
trình Toán nâng cao lớp 12. 


Các bài tập trong sách được sắp xếp theo các chương, mục 
của Sách giáo khoa Hình học 12 Nâng cao. 


Phần lớn các bài tập trong sách nhằm củng cố kiến thức và 
rèn luyện kĩ năng giải toán cho học sinh theo mục tiêu của 
chương trình và SGK Hình học 12 nâng cao ; những bài tập 
nàu tương tự như các bài tập trong SGK. Vì vậy, học sinh 
làm được các bài tập đó sẽ có định hướng để giải các bài tập 
trong SGK. Ngoài ra, còn có một số bài tập dành cho học 
sinh khá, giỏi. 

Cuối mỗi chương có các bài tập trắc nghiệm. Mỗi bài có bốn 
phương án trả lời, trong đó chỉ có một phương án đúng. 
Nhiệm vụ của học sinh là tìm ra phương án đúng đó. 


Các tác giả chân thành cảm ơn nhóm biên tập của Ban Toán, 
Nhà xuất bản Giáo dục tại Hà Nội đã giúp đỡ rất nhiều để 
hoàn thiện cuốn sách này. 
Hà Nội, năm 2008 
Các tác giả 
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KHỐI Đñ DIỆN VÀ THẾ TÍCH CỦA CHÚNG 


A- CÁC KIẾN THỨC Cứ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


§1. Khối niệm về khối đa diện 


I- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Hình đa diện gồm một số hữu hạn đa giác phẳng thoả mãn hai 
điều kiện : 
a) Hai đa giác hoặc không có điểm chung, hoặc có một đỉnh chung, hoặc 
có một cạnh chung. 
b) Mỗi cạnh của một đa giác là cạnh chung của đúng hai đa giác. 
Mỗi hình đa diện chia không gian thành hai phần : phần bên trong và phần 
bên ngoài. 
Hình đa diện và phần bên trong của nó gọi là khối đa diện. 


2. Mỗi khối đa diện có thể phân chia được thành các khối tứ diện. 


lÍ - ĐỀ BÀI 


1. Khối lập phương là một khối đa điện có 6 mặt là hình vuông. Hãy chỉ ra 
một khối đa diện không phải là khối lập phương mà các mặt của nó đều là 
hình vuông. 

2. Hãy dùng 4 mặt phẳng để chia một khối tứ diện đã cho thành 9 khối. 
tứ diện. 

3. Mỗi lần cưa, máy cưa có thể cưa một hủy nhiều tấm gỗ theo một mặt 
phẳng. Người ta muốn cưa một khối gỗ hình lập phương thành 27 khối lập 
phương bằng nhau. Có thể dùng ít hơn 6 lần cưa hay không ? 

4. Có hay không các khối đa ĐIỂT với các mặt là tam giác đều và số mặt là số 

— cChãn lớn hơn 2 ? 
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§2. Phép đối xứng qua mặt phẳng 
vò sự bằng nhau của cóc khối đơ diện 
I - CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Phép dời hình (trong không gian) là phép biến hình không làm thay đổi 
khoảng cách giữa hai điểm bất kì. | 
Phép dời hình biến đường thẳng thành đường thẳng, biến mặt phẳng thành 
mặt phẳng, ... _ 
Phép tịnh tiến, phép đối xứng trục, phép đối xứng tâm là những phép 
đời hình. 
2. Hai hình đa diện gọi là bằng nhau nếu có phép dời hình biến hình này 
thành hình kia. | _ 
Hai tứ diện bằng nhau khi và chỉ khi các cạnh tương ứng của chúng 
bằng nhau. 
3. Phép đối xứng qua mặt phẳng (P) là phép dời hình biến mỗi điểm M 
thuộc (P) thành chính nó, biến mỗi điểm không thuộc (P) thành điểm M' 
sao cho (P) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng MM.. 
Mặt phẳng (P) được gọi là mặt phẳng đối xứng của hình e#' nếu phép đối 
xứng qua mp(?) biến hình <⁄⁄ thành chính nó. 


lI- ĐỀ BÀI 

5... Tìm tất cả các mặt phẳng đối xứng của hình tứ điện đều ABCD. 

6. Cho hình tứ diện đều A8CD. Chứng minh rằng mặt phẳng trung trực của 
AB và mặt phẳng trung trực của CD chia tứ điện ABCD thành bốn tứ diện 
bằng nhau. 

7. Cho mặt phẳng (P) và phép dời hình ƒ có tính chất : ƒ biến điểm ẢM thành 
điểm M khi và chỉ khi M4 nằm trên (P). Chứng tỏ rằng ƒ là phép đối xứng 
qua mặt phẳng (?). 

8. Phép biến hình biến mỗi điểm M⁄ của không gian thành chính nó gọi là 
phép đồng nhất, thường được kí hiệu là e. Hỏi phép đồng nhất e có phải là 
phép dời hình hay không ? | 

3... Cho tứ diện ABCD. Chứng tỏ rằng phép dời hình biến mỗi điểm A, B, C, D 
thành chính nó phải là phép đồng nhất.. 
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19. 


11. 


12. 


13, 


14. 


15. 


Cho hai tứ diện ABCD và ABC'Ð' có các cạnh tương ứng bằng nhau : 
AB=AB, BC = BC', CD =C'D', DA =D'A', DB =P'P', AC = AC". Chứng 
minh rằng có không quá một phép dời hình biến các điểm A,B,C, D lần 
lượt thành các điểm A', Ð', C', D'. 

Chứng minh rằng phép dời hình biến một mặt cầu thành một mặt cầu có 
cùng bán kính. 

Cho hai điểm phân biệt A, 8 và phép dời hình ƒ biến A thành A, biến B 
thành B. Chứng minh rằng ƒ biến mọi điểm ⁄ nằm trên đường thẳng AB 


thành chính nó. 


Cho tam giác ABC và phép dời hình ƒ biến tam giác ABC thành chính nó 
với ƒ(A) = A, (P) = B, ƒ(C) = C. Chứng minh rằng ƒ biến mọi điểm M của 
mp(AðC) thành chính nó, tức là ƒ(M) = M. | 


Cho tứ diện đều ABCD và phép dời hình ƒ biến A8CD thành chính nó, 
nghĩa là biến mỗi đỉnh của tứ điện thành một đỉnh của tứ diện. Tìm tập 
hợp các điểm M trong không gian sao cho M⁄ = ƒ(M) trong các trường hợp 
sau đây : 


3)ƒ(A)=B,ƒ(B) =C,ƒ(C) =A; 

b)/(A)=B,ƒ(B)=A,ƒ(C)=D; 

c)ƒ(A)= B,ƒ(B) = C, ƒ(C) = D. 

Chứng minh rằng : 

a) Hai hình hộp chữ nhật bằng nhau nếu các kích thước của chúng bằng nhau. 


b) Hai hình lập phương bằng nhau nếu các đường chéo của chúng có độ 
đài bằng nhau. 


§3. Phép vị tự và sự đồng dạng 
của cóc khối đa diện. Các khối đa diện đều 


 - CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Phép vị tự tâm O tỉ số & (& z 0) là phép biến hình biến mỗi điểm M 
thành điểm ÉM' sao cho OM' = kOM. 


2. Hình <Ý gọi là đồng dạng với hình <2" nếu có một phép vị tự biến hình 
5# thành hình 2⁄4 mà hình <⁄ bằng hình <⁄⁄”. 
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3. Có 5 loại khối đa diện đều : khối tứ điện đều, khối lập phương, khối tám 
mặt đều, khối mười hai mặt đều, khối hai mươi mặt đều. 


II - ĐỀ BÀI 


16. 
17. 
18. 


19. 


20. 


21. 


Cho phép vị tự W tâm Ó tỉ số k # 1 và phép vị tự V' tâm Ớ' tỉ số k'. Chứng 
minh rằng nếu &#' = 1 thì hợp thành của V và V' là một phếp tịnh tiến. 

Cho hai đường tròn có bán kính khác nhau và nằm trên hai mặt phẳng song 
song. Hãy chỉ ra những phép vị tự biến đường tròn này thành đường tròn kia. 
Cho hai đường tròn có bán kính bằng nhau nằm trên hai mặt phẳng song 
song. Hãy chỉ ra các phép vị tự biến đường tròn này thành đường tròn kia. 
Cho hai hình tứ diện ABC và A C'D' có các cạnh tương ứng song song : 
AB//AB,AC/AC,AD/AD,CBIJICB,BD//BD',DC //DC.'. 

Chứng minh rằng hai tứ điện nói trên đồng dạng. 


Cho hai tứ diện ABCD và A'B'C'D' có các cạnh tương ứng tỉ lệ, nghĩa là : 


AB BC CD DA AC BD 
AB BC CD DA AC BD 
Chứng minh rằng hai tứ diện đã cho đồng dạng. 


=Ã. 


Khẳng định sau đây đúng hay sai : “Nếu khối đa diện có 20 mặt là tam 
giác đều thì đó là khối hai mươi mặt đều” ? 


§4. Thể tích của khối đa diện 


I- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Thể tích của khối hộp chữ nhật bằng tích số ba kích thước. 

2. Thể tích của khối chóp bằng một phần ba tích số của diện tích mặt đáy 
và chiều cao của khối chóp. 

3. Thể tích của khối lăng trụ bằng tích số của diện tích mặt đáy và chiều 
cao của khối lăng trụ. 


Ï -ĐỂ BÀI 


22. 


Cho khối hộp <⁄⁄ có tâm ¡ï. Chứng minh rằng nếu mp( đ) chia <⁄ thành 
hai phần có thể tích bằng nhau thì (2) phải đi qua điểm !. 
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23. 


24. 


_25, 


26. 


s4 R 


28. 


29. 


30. 


Cho khối lăng trụ tứ giác đều ABCD.A:B¡C;ÐD¡ có khoảng cách giữa hai 
đường thẳng 4Ø và AD bằng 2 và độ dài đường chéo của mặt bên bằng 5. 
a) Hạ AK L A¡D (K e A¡D). Chứng minh rằng AK = 2. 

b) Tính thể tích khối lăng trụ ABCD.A¡B,C¡DỊ. - 

Đáy của khối lăng trụ đứng ABC.A¡B¡C; là tam giác đều. Mặt phẳng 


(AIBC) tạo với đáy một góc 30” và tam giác AIBC có điện tích ko Ồ. 
Tính thể tích khối lăng trụ. 


Cho khối lăng trụ đứng ABCD.A¡BỊC 1Ð) có đáy là hình bình hành và. 
BAD = 45°. Các đường chéo AC; và DB; lần lượt tạo với đáy những góc 
45” và 60”. Hãy tính thể tích của khối lăng trụ nếu biết chiều cao của nó 
bằng 2. 

Cho khối hộp ABCD.A¡B,C,D, có tất cả các cạnh bằng nhau và bằng 4, 
AIAB= BAD= A,AD = ø(0° < ø < 90°). Hãy tính thể tích của khối hộp. 
Cho khối hộp ABCD.A'BC?D' có đáy là hình chữ nhật với AB = V3, 
AD = 47. Hai mặt bên (A8E'A') và (ADD'A') lân lượt tạo với đáy những 
góc 45” và 60”. Hãy tính thể tích khối hộp nếu biết cạnh bên bằng I. 

Cho khối lăng trụ tam giác ÄABŒC.A:B¡C¡ mà mặt bên ABB¡A¡ có diện tích 
bằng 4. Khoảng cách giữa cạnh CC; và mặt (ABB,A,) bằng7. 

Hãy tính thể tích khối lăng trụ. 

Cho khối lăng trụ ABC.AIB¡C¡ có đáy ABC là tam giác vuông cân với cạnh 
huyền AB bằng x2. Cho biết mặt phẳng (A4;Ö) vuông góc với mặt phẳng | 
(ABC), AAi =Aj3, góc AIAB nhọn, góc giữa mặt phẳng (4,AC) và mặt 
phẳng (ABC) bằng 60°. 

Hãy tính thể tích khối lăng trụ. 


Lấy một mặt phẳng vuông góc với cạnh bên của một khối lăng trụ. Hình 
chiếu của mặt đáy của khối lăng trụ trên mặt phẳng đó được gọi là /hiếf 


điện thẳng của khối lăng trụ. 


Chứng minh rằng thể tích của khối lăng trụ bằng tích của diện tích thiết 
diện thăng với độ dài cạnh bên. 
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31. 


32. 


33. 


34. 


3Ó, 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


10 


Hãy tính thể tích của khối hộp nếu biết độ dài cạnh bên bằng z, diện tích 
hai mặt chéo lần lượt là Š¡, Š; và góc giữa hai mặt chéo bằng ø._ 

Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD mà trung đoạn của nó (đường cao của 
một mặt bên hạ từ đỉnh hình chóp) bằng 6 còn góc giữa hai mặt bên đối 
diện bằng 60”. Qua CD, dựng mặt phẳng (2) vuông góc với mp(S4Đ), cắt 
SA, $B lần lượt tại P¡ và P. 


Hãy tính thể tích khối chóp §.CDP;P. 


Cho khối chóp tam giác đều S.ABC có chiều cao SH¿ÿ h và góc ASB bằng 
2ø. Hãy tính thể tích khối chóp. 

Khối chóp §S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân đỉnh € và $A L (ABC), 
SC = a. Hãy tìm góc giữa hai mặt phẳng (SCB) và (ABC) để thể tích khối 
chóp lớn nhất. 

Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD mà khoảng cách từ đỉnh A đến 
mp(SBC) bằng 2a. Với giá trị nào của góc giữa mặt bên và mặt đáy của 
khối chóp thì thể tích của khối chóp nhỏ nhất ? 

Khối chóp S.ABC có SA L (ABC) ; đáy là tam giác ABC cân tại A, độ dài 
trung tuyến AD bằng a, cạnh bên Sð tạo với đáy một góc ø và tạo với mặt 
(SAD) góc /. Tính thể tích khối chóp. _ | 
Biết thể tích khối hộp ABCD.A'B'C'D' bằng V. Tính thể tích khối tứ diện 
ACBD.. 

Cho tứ diện ABCD. Gọi đ là khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và CD, 
# là góc giữa hai đường thẳng đó. Chứng minh rằng 


VApCp = SAB.CDa. sin Œ. 


Cho khối chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với 
mặt phẳng đáy và $A = 2a. Gọi B', D' lần lượt là hình chiếu của A trên $B 
và $D. Mặt phẳng (ABRD') cắt hệ? tại C'. Tính thể tích khối chớp 


_$ABCD.'. 
40. 


Tính thể tích khối tứ điện ABCD có các cặp cạnh đối bằng nhau : 
AB=CD=a,AC=BD=b,AD=BC=c. - 


Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC.A'EC' có cạnh đáy bằng 4, điilê cao 
bằng ở. Tính thể tích khối bài ở A.BC^A.. 
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42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


Cho đường tròn đường kính AB nằm trên mặt phẳng (P) và một điểm Ä di 
động trên đường tròn. Trên đường thẳng vuông góc với mp(P) tại A, lấy 
một điểm $. Mặt phẳng (Ó) qua Á vuông góc với SB tại K cắt SM tại H. 
Tìm vị trí to củ M để thể tích khối ĐI CHỤP S.AHK lớn nhất. Chứng minh rằng 
khi đó cung AM nhỏ hơn cung BM : 

Khối chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi Ø, D' lần lượt là trung 
điểm của $B, SD. Mặt phẳng (AB'D') cắt $C tại C'. Tìm tỉ số thể tích của 
hai khối chóp S.AB'C'D' và S.ABCD. 

Khối chóp 5.ABC?D có đáy là hình bình hành. Gọi Ä⁄, N, P lần lượt là trung 
điểm của AB, AD và $C. Chứng minh mặt phẳng (MNP) chia: khối chóp 
thành hai phần có thể tích bằng nhau. 

Cho khối chóp tứ giác đều S.ABCD. Một mặt phẳng (2) đi qua A, B và 
trung điểm Mí của cạnh $C. Tính tỉ số thể tích của hai phần khối chóp bị 
phân chia bởi mặt phẳng đó. 


Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Các điểm E và #' lần lượt là 

trung điểm của C'B' và C'D'. 

a) Dựng thiết diện của khối lập phương khi cắt bởi mp(AEF). 

b) Tính tỉ số thể tích hai phần của khối lập phương bị chia bởi mặt 

phẳng (AEF). 

Cho điểm ÄM trên cạnh S4, điểm N trên cạnh $B của khối chóp tam giác 
s»M⁄M I SN 


-_9.4BC sao cho —— = —¬n=2. Mặt phẳng (2) qua MN và Song song 


MA - NB 
với $C chia khối chóp thành hai phần. Tìm tỉ số thể tích hai phần đó. 


Bốn đường thẳng A¡, A›, Aa, A4 đôi một song song và không có ba đường 
thắng nào nằm trên cùng một mặt phẳng. Một mặt phẳng (P) cắt chúng theo thứ 
tự tại A, 8, C, D. Một mặt phẳng (P') cắt chúng theo thứ tự tại A', , Œ, D'. 
Chứng minh hai khối tứ diện 2'ABC và DA'B'' có thể tích bằng nhau. 
Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng a. Gọi K là trung điểm 
của DD'. Tính khoảng cách giữa CK và A'D. 
Cho tứ diện ABCD có điểm Ó nằm trong tứ diện và cách đều các mặt của 
tứ diện một khoảng r. Gọi hạ, hp, hẹ, hp lần lượt là khoảng cách từ các 
điểm 4, B, C, D đến các mặt đối diện. Chứng minh rằng 

L- 1 | l | 


r hạ hạ hẹ họ 


II 
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S1, 


Sa: 


53. 


54. 


Bài 
SS. 


56. 


Xã 


12 


Chứng minh rằng tổng các khoảng cách từ một điểm nằm trong một hình 

lăng trụ đều đến các mặt của nó không phụ thuộc vào vị trí của điểm nằm 

trong hình lăng trụ đó. 

Cho hình lăng trụ đứng Sp ảm C mà đáy là tam giác vuông tại Ö có 

AB =a, BC =b,AA'=c (cẰÈ>a^ +b?). Một mặt phẳng (P) đi qua A và 

vuông góc với CA'. 

a) Xác định thiết diện của hình lăng trụ khi cắt bởi mp(P). 

b) Tính diện tích thiết diện nói trên. 

Cho hình chóp tam giác S.ABC và M là một điểm nằm trong tam giác ABC. 

Các đường thẳng qua M song song với SA, 5B, S$C lần lượt cắt tác mặt 

(BC®), (CA®S), (ABS) tại A', B', C'. Chứng minh rằng : 

Vụ gcs _ MA. 

VgAgc — SÃ 

b) MA' k MB' _ MC' 
SA SB C 

Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Một mặt phẳng (P) 

cắt SA, SB, SC, SD theo thứ tự tại K, L, M, N. 

Chứng minh rằng : 


a) 


không đổi. Tìm tổng đó. 


8)W$ agc = VS.Acb = VS.ABD = ŸS.pCp ! 
%4  ®S$C 5B _ SD 


P SMS SN 
Ôn tộp chương I 
tập tự luận 


Cho phép dời hình ƒ. Biết rằng có một điểm 7 duy nhất sao cho ƒ biến 7 
thành chính nó, ngoài ra hợp thành của ƒ với chính nó là phép đồng nhất. 
Chứng minh ƒ là phép đối xứng tâm. 

Cho hình chóp cụt đều có hai đáy là hai đa giác đều ?), và Ð;. Hãy chỉ ra 
các phép vị tự biến Ð, thành Ð,. | "¬ 

Người ta gọt một khối lập phương bằng gỗ để lấy khối tám mặt đều nội 
tiếp nó (tức là khối có các đỉnh là các tâm của các mặt khối lập phương). 
Biết cạnh của khối lập DHỰ HỆ bằng z, hãy tính thể tích của khối tám mặt 
đều đó. 


58. 


S9. 


60. 


61. 
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Cho đường tròn đường kính 4B = 2R nằm trong mặt phẳng (P) và một 
điểm #⁄ nằm trên đường tròn đó sao cho MAB = ơ. Trên đường thăng 
vuông góc với (P) tại A, lấy điểm S sao cho SA = ñ. Gọi H và K lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của A trên SM và SB. 


a) Chứng minh rằng SE L mp(KHA). 


_b) Gọi / là giao điểm của HK với (P). Hãy chứng minh A7 là tiếp tuyến của 


đường tròn đã cho. 

c) Cho  = 2E, z = 307, tính thể tích khối chóp S.KHA. 

Các cạnh bên của hình chóp Ó.ABC đôi một vuông góc với nhau và ÓA = 4, 
OB = b, ÓC = c. Tính thể tích của khối lập phương nằm trong hình chóp 
này mà một đỉnh trùng với Ó và ba cạnh cùng xuất phát từ Ø nằm trên ÓA, 
OB, ÓC, còn đỉnh đối diện với Ó thuộc mặt phẳng (ABC). | 

Trên nửa đường tròn đường kính AB = 2R, lấy một điểm C tuỳ ý (C khác 
A,B). Kẻ CH L AB (H e AB), gọi ï là trung điểm của CH. 

Trên nửa đường thẳng 1? vuông góc với mp(ABC), lấy điểm $ sao cho 
ASB = 900. _ 

1. Chứng minh rằng khi Œ chạy trên nửa đường tròn đã cho thì : 

a) Mặt phẳng (SA4Đ) cố định ; 

b) Điểm cách đều các điểm S, A, 8, 7 chạy trên một đường thẳng cố định. 


2. Cho AH = x. Tính thể tích khối chóp S.ABC theo ® và +x. Tìm vị trí của C 
để thể tích đó lớn nhất. ' 


Cho hình chóp §.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật và cạnh bên SÁ 
vuông góc với đáy. Một mặt phẳng (2) đi qua 4, vuông góc với cạnh %C 
cắt SB, SC, SD lần lượt tại 8, C', D'. 

1. Chứng minh rằng tứ giác AE'C'D' có hai góc đối diện là góc vuông. 

2. Chứng minh rằng nếu § di chuyển trên đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng (ABCĐ) tại A thì mp(AE'C'Ð) luôn đi qua một đường thẳng cố định 
và các điểm A, B, B', C, C, D, D' cùng cách đều một điểm cố định một 
khoảng không đổi. 

3. Giả sử góc giữa cạnh $C và mặt bên (S4) bằng +. | 

Tính tỉ số giữa thể tích của hình chóp S.AB'C'P' và thể tích của hình chóp 
$.ABCD theo x, biết rằng AB = BC. 


l3 
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6. 


10. 


11. 


Số mặt phẳng đối xứng của hình tứ diện đều là 

(A)4; — (B) 6; _ 

(CO8; - (D) 10. 

Hình ⁄ gồm ba mặt phẳng (P), (Ó) và (R), trong đó (P)'// (@) và 
(P) L (R). Các mặt phẳng đối xứng của <2 là 

(A) Mặt phẳng cách đều hai mặt phẳng (P) và (Ó) ; 

(B) Mặt phẳng (Ñ) và mặt phẳng cách đều (P) và (O); - 

(C Mặt phẳng (K) ; 

(D) Cả ba đáp án trên đều sai. | | 

Thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm Ó tỉ số & và phép đối xứng qua mặt 
phẳng (P), (O # (P)), ta được phép biến hình ƒ. Giả sử (Ó) là mặt phẳng 
qua Ở và vuông góc với (P). Khi đó ƒ biến (Ó) thành : 

(A) Mặt phẳng (Ở') song song với (Ó) ; 

(B) Mặt phẳng (P) ;` 


.(€) Mặt phẳng (Ó) ; 


(D) Mặt phẳng (P') qua Ó và song song với (P). 

Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Phép vị tự biến mặt phẳng thành mặt phẳng song song với nó : 

(B) Phép vị tự biến mặt phẳng qua tâm vị tự thành chính nó ; 

(0) Không có phép vị tự nào biến hai điểm phân biệt A và ð lần lượt thành A và Öð; 
(D) Phép vị tự biến đường thẳng thành đường thẳng song song với nó. . 

Khối mười hai mặt đều thuộc loại : 

(A)13,5];: (B) (3,6); 

() 12,4); _ (D) 14, 4). 

Đáy của một hình hộp đứng là một hình thoi có đường chéo nhỏ bằng đ và 
góc nhọn bằng ø. Diện tích của một mặt bên bằng Š. Thể tích của hình hộp 


_ đã cho là 
(A) d$cos^ : : (B) đSinŠ ; 
2 2 
(C) 3 4Ssing H (D) aSsinz. 


15 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


16 


Cho khối lăng trụ tam giác ABC.A'B'C' có thể tích là V. Gọi 7 và 7 lần lượt 
là trung điểm của hai cạnh AA' và BB'. Khi đó thể tích của khối đa điện 
ABCIJC' bằng 


3 _ 4 


(A) 2V; _ (B) =V 
z | 3 


Cho hình hộp ABCD.ABŒP' có đáy là một hình thoi và hai mặt chéo 
ACC'A), BDD'P' đều vuông góc với mặt phẳng đáy. Hai mặt này có diện 
tích lần lượt bằng 100cm”, 105cm” và cắt nhau theo một đoạn thẳng có 
độ dài 10cm. Khi đó thể tích của hình hộp đã cho là. 

(A) 22545 cm ; (B) 425 cm; 


(C) 23545 cm ; (Ð) 525 cmỶ. 
Khối lăng trụ ABC.A'EC' có đáy là một tam giác đều cạnh 4, ĐỐC giữa 
cạnh bên và mặt phẳng đáy bằng 30”. Hình chiếu của đỉnh A' trên mặt 


phẳng đáy (ABC) trùng với trung điểm của cạnh ÖC. Thể tích của khối 
lăng trụ đã cho là 


a)x3. CheT 


a)43_ sa 


(D) : 


Hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' có diện tích các mặt ABCD, ABBA, 
ADD'A' lần lượt bằng 20cm”, 28cm” và 35 cm”. Thể tích của hình hộp là 
(A) 160cmỶ ; (B) 120cm : 

(C) 130cm” ; —— (D)140cnmẺ. 

Hình hộp đứng ABCD.A'BC'D' có đáy là một hình thoi với diện tích S¡. 
Hai mặt chéo ACC'A' và BDD'B' có diện tích lần lượt bằng $%; và %. Khi 
đó thể tích của hình hộp là 


x _ V2 
(A)j (B) Š—jSI525 : 
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17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


v3 S 
(C) ` V5I55 (D) - S9. 


Cho hình lập phương ABCD.A'BC'Đ' cạnh a, tâm O. Khi đó thể tích khối 
tứ điện AA'B'O là 


a a” 
a . | a v42 
_ (b “}. 


Cho biết thể tích của một hình hộp chữ nhật là V, đáy là hình vuông cạnh ø. 
Khi đó diện tích toàn phần của hình hộp bằng 


(A) |5 £ z2] - | (B) 4 di” : 
qa a 


(C) BÊ + ) : (D) XE" + ¿] 

a : \Y.; 
Cho một hình chóp tam giác có đường cao bằng 100cm và các cạnh đáy 
bằng 20cm, 2lcm, 29cm. Thể tích của hình chóp đó bằng 


(A) 6000cn ; (B)6213cm”; _ 
(C) 7000 cm : (D) 700042 cmŠ. 


Cho hình chớp tam giác S.ABC với SA L S$B, $B L SC, SC L SA,SA=a,SB=b, - 
SC = c. Thể tích của hình chóp bằng 


(A) 3 đbc ¬ (B) -abc ;: 


l 
(@C) g20c : (DÐ) 3 đùc. 


Một hình chóp tam giác đều có cạnh bên bằng ở và chiều cao j. Khi đó, 
thể tích của hình chóp bằng 


(A) x32 : J2) ¬ _(@) Xi _ /?Ìn : 
(C) X3 (p2 : /?Ìb (D) x3(s2 : J°)». 


2-BTHH 12 - N€ - A 17 
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28. 


29. 


30. 


31. 


25/3. 25/3. 


(A) =—: KP HT, 
3 3 
6 i2”, 


Đường chéo của một hình hộp chữ nhật bằng đ, góc giữa đường chéo và 
mặt đáy là ø, góc nhọn giữa hai đường chéo của đáy bằng /. Thể tích của 
hình hộp đó bằng 


(A) 3 đồcos2z sin #zsin Ø ; | (B) 3 đeos”ø sin Z sin ; 


(€C) d2sin“œcos øsin Ø h (D)>4`sin°øeoszsin đ. 

Cho lăng trụ tứ giác đều A8CD.A'B'C'D' có cạnh đáy bằng z, đường chéo 
AC” tạo với mặt bên (BCC'') một góc ø (0 sự< 459). Khi đó, thể tích của 
khối lăng trụ bằng : " 

(A) 4`4|cot? œ+]; (B) đ`Acot? œŒ—]; 

(C) aÌ\jcos2z ; (D)a tan? ø — 1. 


Đáy của hình chóp $S.ABCD là một hình vuông cạnh z. Cạnh bên §4 vuông 
góc với mặt phẳng đáy và có độ dài bằng z. Thể tích khối tứ điện SBCD 
bằng 


a đ 
(A)——; Œ) “—; 
d3. a3 
(C) ri q0) 


Cho hình chóp S.ABCD có đáy là một hình vuông cạnh a. Cạnh bên $A 
vuông góc với mặt phẳng đáy, còn cạnh bên $C tạo với mặt phẳng (SAB) 


một góc 30”. Thể tích của hình chóp đó bằng 


a `3 a2. 


(A) —— ; () ——: 
3 3 
An , (b) #X2, 
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32. Cho hình chóp §.ABCD có đáy là một hình vuông cạnh a. Các mặt phẳng 
(SA), (SAD) cùng vuông góc với mặt phẳng đáy, còn cạnh bên SC tạo với 
mặt phẳng đáy một góc 30”. Thể tích của hình chóp đã cho bằng 

đ`6 n 

DI (B) 


HN, 28 


_E- LỠI GIẢI - HƯỚNG ĐẪN - ĐÁP Số 
§1. Khái niệm về khối đa diện 


1. Lấy 7 khối lập phương có cùng kích thước rồi ghép lại với nhau như hình 1, 
ta được khối đa diện có 30 mặt đều là hình vuông. 


Hình I Hình 2 


2. Giả sử ABCD là khối tứ diện đã cho. Chia cạnh AB thành ba đoạn thắng 
bởi các điểm chia ÄM⁄ và Ä⁄', chia cạnh CD thành ba đoạn thẳng bởi các 
điểm NW và M'. Khi đó 4 mặt phẳng (ABN), (ABN), (CDM), (CDM) sẽ 
phân chia khối tứ diện ABC?D) thành 9 khối tứ diện (h.2). 


20 
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3. Không thể ít hơn 6 lần cưa vì trong 27 hình lập phương được cưa ra, có 
hình lập phương “chính giữa” mà 6 mặt của nó đều phải cưa theo 6 lần 
khác nhau. 


4... Khối tứ diện đều có 4 mặt là tam giác đều. Ghép hai khối tứ điện đều bằng 
nhau (một mặt của tứ diện này ghép vào một mặt của tứ diện kia), ta được 
khối đa diện ‹⁄⁄ có 6 mặt là tam giác đều. Ghép thêm vào c⁄4 một 
khối tứ diện đều nữa, ta được khối đa diện đĩa có § mặt là các tam giác 
đều (h.3). 


Bằng cách như vậy, ta được khối đa điện có 2w mặt là những tam giác đều. 


S% <⁄ 
Hình 3 


§2. Phép đối xứng qua mặt phẳng và sự bằng nhau 
của các khối đa diện 

5... Giả sử (z) là mặt phẳng đối xứng của tứ điện đều ABCD, tức là phép đối 
xứng qua mp(2), kí hiệu Ð_, biến tập hợp {A,B,C, D} thành chính nó. Vì 
D„ không thể biến mỗi, đỉnh thành chính nó (vì khi đó D„ là phép đồng 
nhất) nên phải có một đỉnh, chẳng hạn 4, biến thành một đỉnh khác, chẳng 
hạn Ö. Khi đó, (2) là mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB (hiển nhiên 
(Z) đi qua C và D). 


Như vậy, tứ diện đều ABCD có 6 mặt phẳng đối xứng, đó là các mặt phẳng 
trung trực của các cạnh. 


2Í 
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6. 


19. 


22 


Gọi 7 là trung điểm của AB thì mp/C?Ð) là mặt phẳng trung trực của AB 
nên mặt phẳng đó chia tứ điện đều ABCD thành hai tứ diện bằng nhau : tứ 
diện A!ICD và tứ diện BICD. Gọi J7 là trung điểm CD thì mp(7AĐ) là mặt 
phẳng đối xứng của tứ diện AICD nên nó chia tứ diện đó thành hai tứ diện 
bằng nhau : tứ diện CA/J và tứ diện DAïJ. Cố nhiên mp(JAB) cũng là mặt 
phẳng đối xứng của tứ diện B/CD nên nó chia tứ diện đó thành hai tứ diện 
bằng nhau : tứ diện CB/J và tứ diện DB!J. 

Chú ý rằng phép đối xứng qua đường thẳng /7 biến tứ điện CA// thành tứ 
diện DBJ nên hai tứ diện đó bằng nhau. 

Tóm lại ta có bốn hình tứ diện bằng nhau : CA/J, DAIJ, CBIJ, DBIJ. 

(h.4) Phép dời hình ƒ biến mọi điểm M 
nằm trên (P) thành chính nó. Với điểm 
A không nằm trên (P), ta gọi A' là ảnh 
của A qua ƒ#. Khi đó, nếu ÄM⁄ e (7P) thì 
MA = MA'. Vậy (P) là mặt phẳng trung 
trực của AA', tức A' đối xứng với Á qua 
(P). Vậy ƒ là phép đối xứng qua mp(P). 
Phép đồng nhất e biến hai điểm Ä⁄, N 
bất kì lân lượt thành ÄM⁄, N. Vì 
MỊN = MN nên e là phép đời hình. 

Giả sử phép dời hình ƒ biến mỗi điểm A, B, C, D thành chính nó, tức là f4) = A, 
ƒ(P) = B, ƒ(C) = C, ƒ(D) = D. Ta chứng minh rằng ƒ biến điểm Mí bất kì 
thành Mí. Thật vậy giả sử MỸ' = ƒ(M) và M' khác M. Khi đó, vì phép dời hình 
không làm thay đổi khoảng cách giữa hai điểm nên AM = AM', BM = BM,, 
CM = CM', DM = DM,, suy ra bốn điểm A, B, C, D cùng nằm trên mặt phẳng 
trung trực của đoạn thẳng M⁄M,, điều đó trái với giả thiết ABCD là hình tứ 
điện. Vậy Mí' trùng với Mí và do đó, ƒ là phép đồng nhất. 


Hình 4 


Giả sử có hai phép đời hình ƒ¡ và 7; đều biến các điểm A, B, C, D lần lượt : 
thành các điểm ÁA', B, C', D'. Nếu ƒ và ƒ; khác nhau thì có ít nhất một điểm M 
sao cho nếu Ä⁄¡ = ƒ¡(M) và Mỹ; = ƒ;(M) thì MỊ và Mỹ; là hai điểm phân biệt. 
Khi đó, vì ƒ¡ và ƒ; đều là phép dời hình nên AM; = AM và A'M› = AM, vậy 
AM) = AM;, tương tự ]M\ = BM;, CM\Ị = CM;, DMI = DM;, do đó 
bốn điểm A', B', C', D' cùng nằm trên mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng 
M\ỊM;, trái với giả thiết ABC'D' là hình tứ diện. Vậy với mọi điểm #⁄, ta 
đều có ƒ¡(M) = /;(M), tức là hai phép dời hình ƒ¡ và ƒ› trùng nhau. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


.Ta thấy rằng khi đó, hai tứ 


Giả sử (5) là mặt cầu tâm Ó bán kính # và ƒ là phép dời hình bất kì. Gọi 
Ớ =ƒ(Ó) và (Š') là mặt cầu tâm Ø' bán kính #. Nếu M e (S) và ƒ(M) = M' 
thì @'M' = OM = R nên M' e (S'). Ngược lại, nếu M' e ($') và M' = ƒ(M) 
thì OM = Ø1 = R nên Mí e (S). Như vậy, phép đời hình ƒ biến mặt cầu (S) 
thành mặt cầu (S') có cùng bán kính. 

Ta có ƒ(A) = A, ƒ(B) = B. Giả sử điểm M thuộc đường thẳng AB và ƒ(M) = M.. 
Khi đó, M' thuộc đường thẳng AB và AM = AM', BM = BM'. Suy ra M 
trùng M, tức là ƒ biến M⁄ thành chính nó. 


Vì ƒ(A) = A, ƒ() = B và ƒ(C) = C nên ƒ biến mp(AðC) thành mp(4BC). 
Bởi vậy, nếu M⁄ thuộc mp(AĐðC) và ƒ(M) = M' thì M' thuộc mp(ABC) và 
AM = AM, BM = BM', CM = CM'. Nếu M' và M phân biệt thì ba điểm A, 
B, C cùng thuộc đường thẳng trung trực của đoạn thẳng A⁄M' (xét trên 
mp(1B€)), trái với giả thiết ABC là tam giác. Vậy ƒ(M) = 

a) Theo giả thiết ƒ(A) = B và ƒ() = C, ƒ(C) = A. Bởi vậy ƒ(M) = M khi và 
chỉ khi MA = MB = MC. Suy ra tập hợp các điểm M là trục của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác ABC. 

b) Theo giả thiết ƒ(A) = B, ƒ(B) = A, ƒ(C) = D. Bởi vậy /(M) = M khi và chỉ 
khi MA = MB và MC = MD, tức là M đồng thời nằm trên hai mặt phẳng 
trung trực của AB và CD. Suy ra tập hợp các điểm M là đường thẳng đi qua 
trung điểm của AB và CD. 


c) Theo giả thiết ƒ(A) = B, ƒ() = C, ƒ(C) = D. Bởi vậy ƒ(M) = M khi và chỉ 
khi MA = MB = MC = MD. Suy ra tập hợp các điểm ÄM⁄ gồm một điểm duy 
nhất là trọng tâm của tứ diện ABCD. 

a) Giả sử hai hình hộp 
chữnhật ABCD.ABCĐ và 
MNPQ.MNPQ có AB = MN, 
AD=MO, AA' = MM' (h5). 


diện ABDA' và MNOM' có 
các cạnh tương ứng bằng 
nhau nên có phép đời hình ƒ M 
biến A, Ø, D, A' lần lượt 

thành các điểm M, N, O, M.. 


Khi đó vì ƒ biến tam giác ABD thành tam giác MNQ nên ƒ biến điểm Œ€ 
thành điểm P. Cũng tương tự như thế, ƒ biến Ð' thành N', biến D' thành 6À 


Hình % 


23 
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và biến C" thành P'. Vậy ƒ biến hình hộp thứ nhất thành hình hộp thứ hai, 
-_ do đồ hai hình hộp bằng nhau. 
b) Hiển nhiên đường chéo của hai hình lập phương bằng nhau khi và chỉ 


khi cạnh của chúng bằng nhau, do đó theo a), hai hình lập phương đó 
bằng nhau. 


§3. Phép vị tự và sự đồng dạng của các khối đa diện. 


Các khối đa diện đều 


16. Với mỗi điểm M, ta lấy MỊ sao cho OMI = kÓOM tôi lấy điểm M' sao cho 


17. 


18. 


24 


O'M ` =kO@M, thì hợp thành của V và V' biến điểm Mí thành điểm M.. 
Ta có : 


— —_—>y.  >  _— -  ¬—--—-- 


MM' = MM; + MỊ,M' = OM) - OM + O'M' - O'MI 


= OMI ¡=x~OM, +k'O'Mi—=O'M= h -+]9M, +(# —1)O'Mạ 
-{ ~z)8M, + (I 1—k')MỊO'. 


Chú ý rằng vì kÈ' = 1 nênk' = _ bởi vậy đẳng thức trên trở thành : 
_— k—l—- 
MM' = -ÍI : NI + MỊØ' = ——00'. 


Từ đó suy ra hợp thành của V và V' là phép tịnh tiến theo vectơ y = = ÓO'. 


Gọi (Ó ; R) và (Ø' ; RE) là hai đường tròn nằm trên hai mặt phẳng song 


_ song, với R z R'. Đặt k = c, thì k z 1. Khi đó, tồn tại hai điểm ï và Ƒ' sao 


R 
cho JÓ' = kJOØ và I'Ó'=—kI'Ø. Dễ thấy rằng phép vị tự tâm !, tỉ số k và 
phép vị tự tâm 7, tỉ số —k đều biến đường tròn (Ó ; ) thành đường tròn 
(G0 '; R}). 


Đó là phép vị tự có tâm là trung điểm của đoạn thẳng nối tâm hai đường 


tròn và có tỉ số vị tự k = — 1, đó cũng là phép đối xứng tâm. 
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19. 


20. 


21. 


Vì AB //AB nên có số k # 0 sao cho AB = kA'B`. Ta chứng minh rằng 
khi đó, ta cũng có AC = kA'C`, AD = kA'D', CB = kC'B`, BD = kB'D', 
DC = kD'C'. 
Thật vậy, hai tam giác ABC và A'B'C' có các cạnh tương ứng song song nên 
ta phải có các số Ï và m sao cho AC =IA'C' và CB = mC'BÌ. Khi đó : 
AB =kA'B' œ AC~ BC = t[A'C!~B'C) 

© IA'C'~ mB'C' = kA'C!— kB'C' 

© (I~ k)A'C” = ứm ~ k)B'C'. 
Vì hai vectơ A'C' và 8'C' không cùng phương nên đẳng thức trên xảy ra 
khi và chỉ khi /— k =mm— k=0, tức là Ï = m = k, vậy AC = kA'CÌ và 
BC = kB'C). 
Các đẳng thức còn lại được chứng minh tương tự. 
Xét trường hợp k = 1. Khi đó AB = A'B`, BC = B'C",... nên 

AA' = BB' = CC! = _ 
Suy ra phép tịnh tiến theo vectơ y = AA' biến tứ diện ABC?) thành tứ diện 
ABC. 
Nếu k z I thì hai đường thẳng AA' và BB' cắt nhau tại một điểm Ó nào đó. 
Khi đó, rõ ràng phép vị tự V tâm Ó tỉ số h biến tứ diện ABCD thành tứ 
diện ABC P'. 
Vậy trong cả hai trường hợp nói trên, hai tứ diện ABCD và A'BC'Ð' đồng . 
Gọi V là một phép vị tự tâm OÓ tỉ số k (Ó là điểm bất kì), A¡B¡C,D, là ảnh 
của tứ diện ABCD qua V. Khi đó AB =kAB, BC = kBC, CD, =kCD, 
DAI =kDA, CẠÁI =kCA, B,D, = kBD. 
Vậy A¿Bq) =A'B', BC = B.C`, DỊ =C'D', DAI =D'A', CÁAI=C'A', 
B.D.= B'D.. 
Do đó tứ diện A'8'C'D' bằng tứ điện A¡B¡C¡Ð,, suy ra hai tứ diện ABCD và 
ABC? đồng dạng. 
Khẳng định đó không đúng. Theo bài 4, ta có thể ghép 9 khối tứ diện đều 


bằng nhau theo nhiều cách khác nhau để có được một khối đa diện có 
20 mặt là tam giác đều. 


“Áo 
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§4. Thể tích của khối đa diện 


22. Giả sử c⁄ là khối hộp có tâm 7 và (2) là mặt phẳng không đi qua /. Ta 
phải chứng minh rằng (2) chia c⁄⁄ thành hai khối đa diện c4 và <2 có 
thể tích không bằng nhau. 


Ta gọi (#') là mặt phẳng đi qua Ivà SOnE song với (z). Khi đó, (2) chia _ 
<# thành hai khối đa diện <2", và c⁄';. Vì / là tâm của <2 nên phép 
đối xứng tâm / biến <Z⁄”; thành Z⁄”;. Vậy hai khối đa diện c<Z⁄') và 
c⁄"„ có thể tích bằng nhau và bằng > trong đó V là thể tích của e⁄⁄ 
Cố nhiên phần của <Z⁄ nằm giữa hai mặt phẳng song song (ø) và (Z) có 
thể tích khác 0 nên thể tích của <⁄ và <2⁄4 không thể bằng nhau. 

_ 23. (h.6) | 

a) AB // AIBị = AB /J (A,B,D) KẺ SỈ 
= đ(A,(A,B,Đ)) = d(AB,A,D). | | 
Ta có A,B, L (AA,D,D) 

> AjB\ L AK. 

Mặt khác A,D L AK, suy ra AK L (A,B,D). 
Vậy AK = 4(A,(ABID)) = d(AB,AID)=2. - 


b) Xét tam giác vuông A¡AD, ta có : 
AK” = AIK.KD. 

Đặt AÁIK = x =Á4=x(5ð -x)—>x“—-5x+4=0=x= 1 hoặc x = 4. 

Với x= 1, AD = JAK? + KD? = 245, AAI = \|AiD? - AD? = 45. 

Khi đó YAgcp AgC,p, 2045. 


26 
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24. 


An: 


(h.7) Giả sử CK = x, ở đây AK là đường cao của tam giác đều ABC. 
Từ định lí ba đường vuông góc, ta có A¡K L BC. Từ đó AKA, = 307. 


Xét tam giác vuông ÁAK, ta có AI 


AIK = AK : cos309 = “2K 


v3 kì 
2x43 
6À 


mà ÁK = 


= #v43 nên ÁIK = 2z, 


ÁIA = AK tan30° = TU =x 


Vậy VAgc,„ge, = CK.AK.AAI = xÌ3. 


. Nhưng SA.BC = CK.AK =8 nên x.2x=§ >x =2. 


Vậy VApc.x me, = 843. 


(h.8) 
Hình lăng trụ đã cho là hình lăng trụ 
đứng nên các cạnh bên vuông góc với 
đáy và độ dài cạnh bên bằng chiều cao 
của hình lăng trụ. Từ giả thiết ta suy ra : 
AC = 45°, B,DB = 60°. 

Từ đó suy ra 

AC =CCŒ\ =2, BD = 2cot609 = SN 


Xã 
Áp dụng định lí hàm số côsin ta có : 
BD” = AB) + AD” - 2AB.AD.cos45°, 
AC” = DC” + AD” ~ 2DC. AD cos1359. 
Từ đó ta có : 8D” ~ AC? = —AB.ADAJ2 + DC.AD.(— J2) = -2\2AB.AD 


= ˆ~4= -2Ÿ2AB.AD =AB.AD =—“==-—“—. 
3 3242 342 
4 42„ 4 
VABCD.A.B,C)Đị = AB.AD sn 45”.AAI = .”Y = ¬" 


đã 
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26. (h.9) Hạ A¡H 1 AC (H e AC) (*). 


Tam giác A¡BD cân (do A¡B = A¡ÐD) 
suy ra BD L A¡Ø. Mặt khác BD L AC 
= BD L (A,AO) = BD L AIH Œ*%). 
Từ (*) và (**) = A¿#J L (ABCD). 

Đặt A,AO = ø. Ta có hệ thức : 


64 
COSØ = COSỨ. kề: TẾ Hình 9 


Thật vậy, hạ A¡K L AD > HK L AK (định lí ba đường vuông góc) 
œ _ ANH AK _ AK 


= COSØ.COS— = ——. = —— = C05đ. 
CS” AA “AH - AAi 
vui . COS Ø : 
Từ đăng thức trên ta suy ra : cOsØ = T . Do đó 
COS— 
2s 


Z 


Di, 
COS“ # ạ | ữ 
AIH = asinø = a |Ï—=———— = COS” ~ — COS” Ø. 
Z5 ữ sj 


2 
COS“—_ COS 
2 


a 
cos7 2 = cosˆ 64 


.ˆ § _ 2 . 
VABCD.ABIC,D) — AB.AD.sinz.A .H = đ SIn1đØ.. 
COS—— 
2 


. | Œ 
= 2a” sin cos7 so co$” ơ. 


27. (h.10) Kẻ AH L (ABCD) (H e (ABC?Đ)), 
HM L AD (M e AD), HK L AB (K e AB). 
Theo định lí ba đường vuông góc, ta 
cóAD LAM,ABLAK 
= AMH =60°, A'KH = 459. 

Đặt A'H = x. Khi đó 


AM = x: sin609 =Ắc: _ 
3. Hình 10 
2 
AM = \AA2 - AM? = —— = TẾ 


28 
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28. 


29. 


nhưng HK = xcot45” = x, 


SUV rA x= 3- 4 ¬x=JŠ 
yIA+=A——3 Bỗ bà 


Vậy VÀPCpD.A'BCPD' = AD,AB.x = ýi2.JŠ =. 


(h.11) Ta dựng khối hộp ABCD.A¡B,C¡Ði. 


Khi đó : 
VApC.A,B,C s5 mì 
-ÄiBỊC : 
. 2 phông Bị ý... 8n 
Mặt khác : 


VABCD.A,BỊC,D, = SABB; Ai °h, 
ở đây h = d((CDD,Œ,),(ABB¡A4)) D 
= d(CC¡,(ABBAI)). = 7 | x 


Hình II 


và SABB,A, — 4. 


0/7... 247 =14. 

(h.12)- | 

Hạ AjK L AB (với K e AB) thì 
AK L(ABC). Vì A,AB nhọn nên K 
thuộc tia AB. 

Kẻ KM L AC thì A¡M 1L AC (định lí ba 
đường vuông góc), do đó 4,M⁄K = 609, 


Giả sử A,K = x, ta có 


AK= \|AIA)- AK? =4J3-x, - Hình 12 


lo) 


| 


MK =AKsin KAM = 13 - x2.sin459 = Ä“ A3 - x7. 


Mặt khác, MK = A.K.cot60° =-=, 
g | v3 


J2) ": 
2 


3. 
>X=—=- 
NE 


29 
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30. 


30 


của khối lăng trụ bằng góc giữa hai 


: | : 
Vậy VABC.AiB,C, = SApc-.A¡K = 2AC.CB.AIK — "T107 


Cách 1. (h.13) - 


35 
Ö 


Giả sử khối lăng trụ A;4;...A„.A¡A¿...A, 
có thiết diện thẳng là Bạ¿...B„. Ta có thể 
lấy BỊ,B;,....B„ sao cho các đoạn thẳng 
BỊAI.BạA¿.....B„A„ đều lớn hơn A¡A,. 


Tịnh tiến khối đa diện B;B;...B„ A,Aa... A„ 


———— 


theo vectơ V = AIAI, ta được khối đa 
diện Ö,Ö;...B,.AA,...A„. Hai khối này 
rõ ràng có thể tích bằng nhau (do chúng 
bằng nhau) và có phần chung là khối đa Hình 13 (với n = 3) 


diện A4;...A,.BỊB›...B„. Do đó, thể tích khối lăng trụ A;4;...A,.A¡ A5...) 

bằng thể tích khối lăng trụ đứng B,B;...B,.BỊB)...B,,. 

Vậy nếu gọi V là thể tích của khối lăng trụ đã cho thì 
V =Šng,..g.-BỊBỊ = Špp.g -ÁIÁI 


=—¬ ẻ ———— 


(B.BỊ = AIAi vì B,BỊ = AIAi = ). 
Cách 2. (h.14) 
Hạ AjH 1 (Ai4;..A,) thì A¿H bằng 
chiều cao J của khối lăng trụ. 
Khi đó góc giữa mặt phẳng chứa thiết 
diện thắng Ö;B;...B„ và mặt phẳng đáy 


đường thẳng A,A, và A,H. Gọi góc này 


là zthì  = AIH = AIÁi COS Z. 


Hình 14 (với n = 3) 
Ta có thiết diện thẳng Bạð;... B„ là hình chiếu của đa giác đáy AAs...A 
trên mp(B,ð;...B„). 'Vậy thể tích của khối lăng trụ là : 


L) 
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Ta có EH L PP, mà PịP = (ø) © (SAB), (œ) L (SAB) nên suy ra 
EH 1 (SAB) > EH 1 SH. Mặt khác SH L PỊP = SH L (CDP,P) nên SH 
là đường cao của hình chóp S.CDP,P. Tam giác SKE cân đỉnh Š và có góc 


ở đỉnh bằng 60” nên nó là tam giác đều. Vậy H là trung điểm của $K, suy ra 


| | | | | 
Ph,= AB =2KE =zSE = 2.6 = 3. 
Ta có 
1 1 1 
= cú6 + TẺAE/ Ti v3. 
33. (h.l7) 


Giả sử Ó là tâm của tam giác đều ABC. 
Khi đó SØ L (ABC) và SO = h. 
Gọi K là trung điểm của AB. Đặt AK = x. 


Khi đó SK = xcotø, OK = xtan30° = -— 


NCi 
5 2 2 x” 2 
h“ˆ =SK“ -OK =~s Gcot“ø — l) 
2 

>>" - 

3cot“ø — Ï 

v: 

Ta có Sạc =^ Thứ - xˆ43, Suy ra 
".ẽẻ. .... 
Š.ABC — 3ÖABC-T 3 TT N, 


34. (h.18) Ta có BC L AC nên BC L S§C (định 
lí ba đường vuông góc), suy ra góc $CA 
là góc giữa hai mặt phẳng (SCŒPB) và 


(ABC). Đặt CA = x|0 < x <Ã]. 


Khi đó : ŠSA = asinx, AC = acosx. 


3ó 
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_ đSI1% 4” coS” x _ đ). 2 
V$ ApC = 3. TT 2G HX.C05 X. 


Xét hàm số y(z) = Sinxcos^x. 


Ta có y(x)= COS”x — 2cosx.Sin7x= COSX(COS7x —2+ 2cos7x) = 


= COS xÓcos2x —2)= 3eosx|eosx — lệ ||: + Ì) 
` 7 2 
Vì 0< x< 2 nên con + d >0. 


Gọi ø là góc sao cho cosøœ = J0 << 2 


Ta có bảng biến thiên của hàm y(x) = sinx.cos^x : ` 


Vậy Ÿc apc đạt giá trị lớn nhất khi x = ø với Ö < ø < 5 Và COSZ = Đ 
35. (h.19) Giả sử @ là tâm của hình vuông 
ABCD. Khi đó SO L (ABCD). Gọi EH là 
đường trung bình của hình vuông ABCD 
(Ee AD, H e BC). Vì AD // BC nên 
AD // (SBC), do đó _ 


đ(A,(SBC)) = đ(E,(SBC)). 
Kẻ EK 1 SH. Dễ thấy EK L (SBC) suy ra 
EK = d(A,(SBC)) = 2a. 


Ta có 8C L $H, BC L OH => SHÖ là Hình 19 
góc giữa mặt bên (SBC) và mặt phẳng 


đáy. Đặt SHO = x0< x <š]-Khiái: 


2a a 
n : 5 — ÄX= . 
sin x sin x Ssin x COSX 


3-BTHH 12 - NC - A 33 
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3ó. 
_ AB là hình chiếu của SB trên mp(AB8C) 


34 


4a" 
3cos xsin” x 
Từ đó Vy ;»-p nhỏ nhất khi và chỉ khi y(x) = cosx.sin x đạt giá trị lớn 


: l 
Vậy : V§ Agcp = zSagcp.SƠ = 


nhất. Ta có 


y()= —sin” x + 2sin xcos2 x=snx(2 cöS” x — sin^ *) 


= sin x(2 — 3sin2 +).= sánx| ễ — sax |2 + sa 


Vì 0< v< 5 nêninx| 2 + snx] >0. 
7L 


: : 6) 
Gọi #z là góc sao cho sinø = "5 Ö<œø< - 


+ KÀ ® AZ tA 2 ` ^Z ° 2 : 
Ta có bảng biến thiên của hàm số y(v) = cosy.sin^x : 


`) 


` 


`"... " R - - |2 
Vậy Vẹ xgep đạt giá trị nhỏ nhất © x = ø với 0 < ø < 5 Và sinø = 3: 


(h.20) 


5 


nên SBÄ = ø. Dễ thấy BD 1 (SAD) nên 

hình chiếu của $8 trên mp(SAD) là S$D 

= BSD = Ỡ. 

Do S548 và SDB là các tam giác vuông 
BD AB 


nên ta có $8 = ———, $B = -„ SUY Tả 
sin Ø COS # 
AB _ BDẺ”  AB?_-BD? _- a Hình 20 
 wố rốNn t2 a2. 2 - : 
co  sinfØ cos“œ-sin/@ cos“z -sinˆ Ø 
asin 
=BD=—— GHI _ 


2 _ 
cos“ ø — sin? 8 


3-BTHH 12 - NC-B 


37. 


38. 
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SD = BDcot 8 = 


acos 


kủ 


cos” # — sin? 8 


SA = \JSD2 - AD2 = 


asinø 


COS“ # — sin? 8 


ệ 


Vậy:  ŸsAgc = 5Agc.SÂ 
| 3 asin 8 


đ” sin œ.sIn 8 


_ 3(cos” œ — sinˆ 8® 


(h.21) Ta có 


cos” œ — sin? 8 


gaSsinø 


cos” œ — sin? 8 


VAcg'p' = Ý — (VA A'gp' + Ÿcc-g'p' + Ÿp'Apc + Ÿp'Acp) 


Các khối chóp A.ASD', C.CBD, 
B.ABC và D'.ACD có diện tích đáy 
bằng một nửa diện tích đáy của khối 
hộp và đều có chiều cao bằng chiều 
cao của khối hộp nên chúng có thể 


tích bằng nhau và cụ thể, mỗi khối đó _ 


có thể tích bằng SỜ. 


- ` lưu-di 
Vậy :VAcp'p: = V 4V =2V, 
Cách Ï. 
Dựng hình hộp AEBF.MDNC (gọi là 
hình hộp ngoại tiếp tứ diện ABC?) (h.22). 


Vì (AEBF) // (MDNC) nên chiều cao 
của hình hộp bằng khoảng cách đ 
giữa AB và CD. 
Theo bài 37 ta có : 

| 1 
VApcp = 3 Yhộp - 35MDAC-d 


| — 


bộ 
` 


MN.CDsin ø.d = cAB.CD4 SIn Ø. 


D 


TT 


Ä' PB 
| Hình 21 


Hình 22 


35 
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Cách 2. (h.23) 
Dựng hình bình hành ABCE. Khi đó : 


VE.pcp = Ÿp.gCD (2) 


| 
Vp pcp = 35ecp-4(B,(CDE)) (3) 


SECD. — 2CE.CD. sin ECD 


= 3AB.Cb Sin œ (4) 


d(B,(CDE)) = d(AB,CD) (do AB//(CDE)). (5) 
Từ (1), (2), (3), (4), (5) suy ra : 


Hình 23 


VApgCp = SAB.CDá sin Œ. 


39. (h.24) 
Ta có AB L S5, AE L CB (do CB 1 (SAB)) 
=AB 1 (SBC)>APEISC. (1) 


Tương tự AD' L SC. _ (2) 
Từ (1) và (2) suy ra SC L (ABC'D') 
=> $%C L ÁC.. 


Do tính đối xứng, ta có 


Vỹ Apg'c'p' = 2W§ Ap'C'- 


Ta có : | 
VWAgc _ SB' SC _ SB.SB SC.SC _ 
VWAgcco 5B $C—” sSB} $sC2 

— SA“ SA? 4a” 4a2 §- 


Hình 24 


SE SẠC? 5a2 6g 2 lŠ 


(sAnC Ð 3-2-24 = 7s =* ƒWSAgC =T§'3 Ð~4s 
16a” | 
—= ÈSAgcp' = 45 


36 
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40. (h.25) Dựng tứ diện APOE sao cho B, C„ 
D lần lượt là trung điểm của các cạnh 
OR, RP, PQ. 


Ta có AD = BC = P0 mà Ð là trung 
điểm của PQ nên AO LAP. 


Chứng minh tương tự, ta cũng có AÓ .L AR, 
AR LAP. 
Dễ thấy 


Hình 25 


| I1 


Xét các tam giác vuông APQ, AOR, ARP, ta có 
APˆ + AQ? = 4c?, AQ? + AR? = 442, AR + AP2 = 4b2 


Từ đó suy ra : 


AP= ý2.-a2 +bˆ+c? , AỞ = '2Na? -b“+ c2, 
AR= Ý2Na? bơ”, 


Vậy từ (*) ta suy ra : 


v2 


VApcp = 12 


(— ä” 4b c?).(a? =Ù + c^).(a? +? ~ c7). 


41. (h.26) Cách 1. 


AC / AC”, > AC /J (BCA). Gọi ï là 
trung điểm của AC thì 


đ(A(BCA)) = 4(I(BCA))). 
Gọi 7 là trung điểm của A'C' thì rõ ràng 
B L1 AC, mặt khác !Ƒ L A'C' nên 
AC" L (IBP). 
Vậy khi ta hạ IH L BF' thì A'C' L 1H. 
Từ đó suy ra 7W L (BC'A'), tức là 
đ&(A(BCA)) = 1H. 


Hình 26 


Sử, 
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2ÝW4 4 
2 
VậẬY Vụ go = 3.2 3a? + 4h? V3ah = - SẺ 
3a? + 4h? 
N.. lã” 
Cách 2. VApgeA' =Vp A4 =2 'ŸBAACC =5-3 'YABC.AEC 
| aˆ43 _ a?43 


=3-Sxch =2. he ".. 
42. (h.27) _ 
MB L AM, MB L SA 
= MB L (SAM) => MB LAH, (1) 
$SB L(AKH) >SB LAH. (Q2) 
Từ (1) và (2) suy ra AH L (SMPB) 
=>AH L SM, AH | HK. 


| l 


— Vì SK cố định nên : Hình 27 


2 
Ms quy max © (AH.KH) max © (AH?.KH?)max  AH2 = KH? = ~— 


(vì AH” + HK” = AK? không đổi). Vậy ta chỉ cần xác định vị trí điểm M 


. 2 
thoả mãn điều kiện AH“= _ (*) 


Đặt MAB = x, SA =h, AB =2R. Ta có 
_ SA“.AB” — 4R?W? 


AK? =———m- 
SE” 4R?+f 

AM = 2Rcosx, 

Am2 _ SA .AM” — _4hˆR”cos”x 


SM? g2 + 4R“cos7x 


38- 
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43. 


44. 


Dễ thấy : CK = šCP, CÏ = šCB 


lỄ | 
1m. an n 
2(hˆ+2R”) 
Từ đây ta xác định được x, tức là xác định được vị trí điểm ÄM (có hai vị trí 
của điểm M). 


Từ (*) ta suy ra : COS”x = 


2) 


2 : zZ KG: 
Từ cos“x < 3 SUY TA COSX < c cos45° => x >45°— BM > AM. 


(h.28) Dễ thấy AC", B'Ð' và SÓ (O = AC  BD) đồng quy tại 7 và / là trung 


điểm của SỐ. 

Kẻ ÓC" // AC". Dễ thấy SC" = C'C" = C"Œ. 
¬~.¬- 

Vậy q= ộ 


Ta có 


JEPE 5B SC 213 6 


—VSABC „1 
Vs Agcp — 12 
Chứng minh tương tự, ta cũng có : - Hình 28 
VscAcp _ TL 
VsAgcp — l2 
Vay JSABCÐ _ YsAgc + ŸYsacp _ Ì 
S.ABCD S.ABCD 


(h.29). Giả sử đường thẳng MN cắt CD và BC lần lượt tại K và ï. 


á(P,(ABC)) = s45, (ABC)). 


Ứ> cụ, = 3:2CI.CK sin ICK.d(P.(ABC)) 


3 3. =n | 
= 3-3-5CB.5CDsin BCD.zd(S.(ABC)) 


ki D) 
9(/1 ¬-.— 
= 1e|sCB.CDsin BCD.A(S.(ABC)) 
Q9 
= Vpciy = T6 ÝS.ABCD- Hình 29 


20 
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= È] pEM = T8 Y1.CPK x 18  P.CIK = 32 YS.ABCD- 


Dàn tự, ta cũng có Vy ypr = 1gÝPcK E 3; 32 YS.ABCD: 
Vậy nếu gọi V¿ là thể tích của phần khối điền giới hạn bởi KHI ĐịPh với 


mặt phẳng đáy thì : 


W2 = Vpcng — CV} pgw + VK.NDF)_ 


9. | | 
=:T6 ŸS.ABCD = l= V$ Apcp nh) 


9 l ] 
= T6 YS.ABCD — TG YS.ABCD = 7 ŸS.ABCD- 
Vậy phần còn lại, tức là phần của khối chóp nằm trên mp(MNP), có thể 


`... Do đó Vì = V›ạ. 


. tích Vị cũng bằng 5 


45. (h.30) Kẻ MN /CD (N e SD) thì hình thang ABMN là thiết diện của khối 


40 


chóp khi cắt bởi mp(1BM). Ta có 


VgAng _ SN _ 1 : 
Tà n T D3 Vang ” 2 Ys4ps 7 415.øcp 


—= ŸÈ$ pự/N = 4 YS.BCD = 8 YS.ABCD- 


Vậy Vẹ Apựw = ŸS.ANB + ŸS BMN 
3 


§ VS_ABCD- 


Do đó : _ŸS.ABMN_ =- Sã 
VÀBMNCD 5 
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46. 


47. 
_ MD song song với §C (D e AC). 


(h.31) _ | 
a) Đường thẳng EF cắt A'D' tại N, cắt A'P' tại M, AN cắt DD' tại P, 
AM cắt BB' tại Q. Vậy thiết diện là ngũ giác APIEO. 


b) Đặt V = ÝAgcp xgcp› 
W = VABCDC'QEFP› 


) . VAogFP.BA'D"› 


Và = ŸA MAN › 

Và = VprpN› Vs = Vowpg- 
Dễ thấy Vị =VW; (do tính đối 
xứng của hình lập phương), 


W = GÁA-AM.AN = 


6 
l M M t 1 
Vụ = gĩD.DIDN =~ 
_= 
W; = V; —2V¿ =—- 
3 
__ -„3_ 24 _ 47 
1=Y =4 ~rn=m 
Mặt phẳng (AEF) chia khối lập phương thành hai phần lần lượt có thể tích 
sự _ 47 3 „25a _W 41 
là Vị _.% ' W H.;7` Vậy : ỪA =5: 


(h.32) Kéo dài MN cắt AB tại I. Kẻ 


DI cắt CB tại E. Vậy tứ giác 
MNED là thiết diện của khối chóp 
khi cắt bởi mp(ø). Ta có 


Hình 32 


1 
—> ŸA.wpi = 27 YS.ABC 


4I 
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48. 


42 


[ar = MJ,MJ = 3AB => BỊ = 34B. AI = 34B). 


V} pụE _1BIN k 1 l 1 1: 


WAwp IA'IM'ID 4212 16 
| ¬ 
— VIBNE = TGŸA.MDi = 57ÝS.AnC: 


Gọi Vì = VÀMD.BNE› V› là phần còn lại thì 


5 
Wị = VÀ. Mpị — VÌ .BNE °= 27  S.ABC = 9 ÝS.ABC 
4 W 5 
nên W2 = W/ =ÚÚỦ=Ằj qusnVÃ =hữằ=: 
2 S.ABC Lo “SABC MU 4 
(h.33) 


Gọi Ó =AC ¬ BD, Ø'= AC'n¬ BD.. 
Do DD'// ÓØ' nên dễ thấy 
ả(D,(ABC)) _ DD' d(D,(APBC)) _ DD 


d(Ø,(ABC))_ OO'°d4(O(ABC)) OØ"” 
Vậy : 


À 


I 
I 
I 
| 
l 
l 
| 
L 


DD' > 
Vp' ApC = ĐO: '0.ABC 


DD 
Vp A'gC' = OO' tOABC 


() 


Hình 33 
Đặt h = d(BB,(ACCA')). Ta có h = d(B,(ACCA))) và 
| 
VỌAsC = VgØAc = 3 T5ÖOAC». (2) 


| 
Vọ AgC' = ŸB.oAC' = 3 t‹ŠOAC- (3) 


Đặt 4 = 4(AA',CC) thì Sgxc = Sgxc =LOØ+4 4) 
ŒAC OAC 5N 


(SoAc = SAoo' † Scoo' = 200 (4(A.00) + đ(C,OO)) = 00:4 ; tưƠng tự 


l2 ng 
`oA'C = 200 .đ). 
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Từ (2), (3). (4) Suy ra VO' ABC = VO A'BC- (S) ¬ 
Từ (1) và (5) ta suy ra: V; pc = VpBgC" 


49. (h.34) Gọi Mí là trung điểm của BP'. D là 
Ta có AM // KC nên 
d(CK,A'D) = d(CK,(A'MD)) - A ⁄ 
= d(K,(A'MD)). v. Ô ¬ 
Đặt đ(CK,A'D) = x. Ta có 


1 C 
VA' wpK = VKAMD = 35AMD-X: () 
` _ A B 
Mặt khác Và wpy = Ÿw Ap 
: Hình 34 
1 ,- l1 Í a 
= ~8„pv.d(M.(ADK)) = ;| ~a.~a |.a= —: 2 
3ADK d(M,(ADK)) 3(3a-xa)4 12 (2) 
dã 
Từ (1) và (2) suy ra: S4: wp.* = T- @) 
Hạ DĨ LAM>AILAM 
2 2a 
=> AlI.AM =AA'.d(M,AA)=a >> AI =—= 
| 5 
5. + „.Ö 
0J27s‹ Để 2o XẾO le g gi Ô vá na Tfee D, 
5 5 '5 
` 1 | 13a aj5_ 37 
Vậy SA'⁄D = sDiAM = DI N-T§ = mm (4) 
Từ (3) và (4) suy ra x = ˆ 


3 
50. (h.35) Khối tứ diện ABCD được phân 
chia thành bốn khối tứ diện OØBCD, 
OCAD, OABD, OABC. Tùừ đó dễ 
thấy rằng : 
Vopgcp _ PT YocAp _ T. 


VApcp ` hẠ  VApcp  ñpg 


Hình 35 


43 
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51. 


44 


VO.ABD ~.ã VOABC _ T_ 
VAgmp Íc Ÿagcp hp 
SUY Ta : 


Yo.gcp + Yo.cap + ŸYo.Asp † VoApc_ _ Í ¬¬ 
VApcp 


==——+—+—+—. 
h hp hẹ hp 
Gọi hình lăng trụ đều đã cho là <⁄2 Khi đó, dễ thấy tổng các khoảng cách 
từ một điểm nằm trong đến hai mặt đáy của nó luôn bằng chiều cao 
của 2 _ 
Giả sử 7 là một điểm trong nào đó của e⁄Z Dựng qua ï một mặt phẳng (P) - 
vuông góc với cạnh bên của <, ta được thiết diện thắng A¡As...A„ của ⁄⁄ _ 
Khi đó, A ¡ 4;...A„ là một đa giác đều bằng đa giác đáy của c⁄ (do é là 
lăng trụ đều). 
Từ / ta kẻ đường JH, L A.A;, 1H, L As4,..., THỰ, L A„A,. 
Do thiết diện thẳng vuông góc với các mặt bên nên từ đó dễ dàng suy ra : 
IH\, IH;,..., IH„ lần lượt vuông góc với các mặt bên của hình lăng trụ. Đặt 
THỊ = hị, 1H; = hạ, ..., IH„ = h„ và a là độ dài cạnh đáy của lăng trụ. Gọi S 
là diện tích một mặt đáy thì Š cũng là diện tích của A¡As...A„. Vậy 
_ 


1 ` 
2 ah, = 2a(h +; + = + Jụ ) 


1 l 
»= 2 ah + ah Nà ng 


= hệ tp tục tụ =ÊT 


Vậy tổng các khoảng cách từ 7 đến các mặt của lăng trụ là không đổi. 


Tổng này bằng ở + = 
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52. (h.36) 
a) Trong mp(AA'C'C), dựng đường thẳng 
qua Á vuông góc với CA' lần lượt cắt CA' 
và CC” tại ï và M. 
Vì AC = a?+bˆ <c nên !Œ <TA', do 
đó M phải thuộc đoạn CC". 
Bây giờ ta tìm giao điểm N của (P) và 
BB'. Dễ thấy AN L BC, AN L CA' 
= AN L AB. Vậy để tìm N, ta kẻ qua A 
(trong mp(A'8'BA)) đường thẳng vuông 
góc với A'B cắt B'B tại N. 
Vậy thiết diện là tam giác AMN. 


Hình 36 


2 l 
b) Ta có : ẲA Awwy = V A@w = VM.AAp = ŸC.AAp = s4bc 
(do NB/AA', MC //AA)). 
Mặt khác : 
1 3V), 'abc 
Xét tam giác vuông Á ÁC ta có : 


ALA'C = AA2 =c? > AI=-“—= Ự 


AC 2 
ab\aˆ” + b? +c7 
ậ “————————: 
VẬY  SAyw„ 2c 
53. (h.37) _ 
a) Gọi N là giao điểm của MA và BC. 
Khi đó S, A', N thẳng hàng vì chúng 
cùng nằm trên giao tuyến của hai mặt 
phẳng (SBC) và (SA, AM). 
Gọi MfM\ và AA¡ là các đường vuông 
góc hạ từ M và A xuống mp(Sð8C) thì : 
MM, _ MN _ MA" 
AA AN SA 


Hình 37 
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Ị _ 
Vậy -M-BCS YM.pCS _ VM.BCs _ Ela<-)beie, _- MM, _ MA 


V, V 1: AA SA 
$.ABC A.BCS 3 Sse.AAI 1 
b) Chứng minh tương tự như câu a), ta có : 


VMcas _ MP. Vụagẹ _ MC” 
Wgunc  SB ” Wugc  $C 


Vậy : 
MA, ME. MC Vưncg†Vụcas †Vư Am _ VgAnc _¡ 
44A 5B s%C ŸS,ABC VgApC — 
54.(h38)  — 


a) Dễ thấy các tam giác ABC, ACD, 
ABD, BCD đêu có diện tích bằng nhau 
và bằng nửa điện tích Š$ của hình bình 
hành ABCĐ ; các hình chóp S.ABC, 
s.ACD, SABD, SBCD có chiều cao 
bằng nhau và bằng chiều cao ¡ của hình 
chóp $§.ABCD.Vạy - 


_ _ _ Hình 38 
Vs.Asc = ŸS.Acp = VsApp = V$pcp _ li 
- YsAgcp _ Ÿ 
l2 BẠN 


b) Ta có : ŸS.KUM. _ 5K ŠL SM Vgưụy _ SK SM SN 


YỐ §5A5BSC )” V SA SC SÐ- 
2 


g¿ 
— Y§KLMN _ 5K SL \k SM „ SK SM SN . () 
V — SA 'SB'SC ` SA S%C”SD` | 
ý 
Tương tự 


Wyguuy _ ŠL SM SN SL SN $K 


VỀ 5B SC SD`SEBXSDS%X _) 


4ó 
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Từ (1) và (2) suy ra 
.SK SL SM „ »K SsM SN SL SM SN  SL SN SK 


$A SBS%C — SA SC SP ~ $B' Ea '`SD ` SB SD'SA' 
5A SB $C SD 


Nhân hai vế với SK 9g. sm“ bà ta được đẳng thức phải chứng minh. 


Ôn tập chương I 


Bài tập tự luận 


S5. 


S6. 


ÖÐXÃ 


Với mỗi điểm M bất kì khác 7, ta gọi M' là ảnh của M qua ƒ, khi đó M và 
M không trùng nhau. Vì hợp thành của ƒ với chính nó là phép đồng nhất 
nên ƒ biến M' thành #, vậy ƒ biến đoạn thắng MM' thành đoạn thắng M'M. 
Từ đó suy ra ƒ biến trung điểm của đoạn thắng MM' thành chính nó và vì 
vậy, theo giả thiết, trung điểm của M⁄M' phải là điểm 7. Vậy ƒ là phép đối xứng: 
qua tâm 7. 
Các cạnh bên của hình chóp cụt đều phải đồng quy tại một điểm, ta gọi 
là S. Giả sử một cạnh bên của hình chóp cụt là A¡4s với 4; là đỉnh của 
mặt đáy Ø, và 4; là đỉnh của mặt đáy Đ,. Khi đó, phép vị tự tâm Š tỈ số 
A› 
k= n sẽ biến Ø, thành Ð;. (Chú ý rằng kết quả này đúng với mọi hình 
chóp cụt bất kì, không cần phải là hình chóp cụt đều). 
Trong trường hợp các mặt đáy ¡ và Ð; là các đa giác đều có số cạnh là 
số chẩn, ta còn có thêm một phép vị tự thứ hai được xác định như sau : GỌI. 
ÓØ, và Ó; lần lượt là tâm của Ø, và Ð, 
và Š' là điểm sao cho ŸÓ; = —kŠÓ, , với 
Á› 
k= xẻ Ạ - Khi đó, dễ thấy phép vị tự tâm 
Š' tỉ số —k sẽ biến Ø) thành Ð;›._ 
(h.39) Gọi độ dài cạnh của khối bát diện 
đều là ?. Khối bát diện đều có thể phân 
chia thành hai khối chóp tứ giác đều mà 
các cạnh bằng b : M.FKNI và E.FKNI. 
Gọi MO là đường cao của khối -chóp 
MFKNI th ON bằng một nửa PHỮNG 
chéo của đáy. | Hình 39 


47 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


Ta có : 
s4 
| n) 
MO? = MN? -ON? = 0? "xã 
| 2 2 
2 
1 1,2,2 _ b2 
VM.FKNI = 3rKui MO — 2D ˆ_—N jx... 
Như ta đã biết, b bằng một nửa đường chéo của một mặt của khối lập 
3 
phương ngoại tiếp. Do đó b = SP và Vự rgN¡ = Ca) HC 1° 


Vậy thể tích khối bát diện đều là : 
d) 
V = 2VM.FKNI ra 
58. (h.40) 

a) Ta có BM L AM (vì M nằm trên 
đường tròn đường kính AB) và 
BM ILS5A (do SA L (P)), suy ra 
BM l (SAM) >> BM l AH. 
Mặt khác AH L SM, suy ra AH L 5%. 
Theo giả thiết, ta lại có AK L %B. 
Vậy SB L (KHA). 
b) Vì SB L (KHA) nên $B L AI, mặt 
khác SA L Aï nên Aï Ì AB, mà Aï thuộc 
mp(P), suy ra Á! là tiếp tuyến của đường 
tròn đã cho tại điểm A. Hình 40 


c) Cách ï. Ta có : 
Vệ rụA — °K sH _ SK.SB SH.SM SA? 


Wnu. SBESM sp ` SM? SB?SM? 
_ (2R _ 2Rˆ. _ 1 
(4R2 +4R2)(4R?+ AM?) 4R2+4R2cos2z 24+cos2z) 
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V§ mua = 3 Šnw4-ŠÁ = QAM.BM.SA ' œ2Rcosg.2Rsin ơ.2R 


= 2RỄ Vn2g = se NE -_ #3 
— 3 1. ng 3 ` 
Vậy Wycou = R43 1 R3 2RJ3 
: S.KHA nan: 5 NT TEEN G®G 3 = 31 : 
21 + cos“ ø) 2(1+2] | 
Cách 2. Dễ thấy Vy xuu = n"‹ 


3 
Dùng hệ thức lượng trong tam giác vuông, ta có thể tính được §K, AH, AK, 
HK (với chú ý rằng tam giác KHA vuông ở H) theo #. Từ đó tính được thể 
tích khối chóp S.KHA. 

59. (h.41) Giả sử hình lập phương A'⁄B'O.GEFC' thoả mãn điều kiện của bài 
toán và điểm # thuộc mp(AðC). Khi đó 


Vo.ABC = VroaAp + Vgogc + Vyoca: 


Các khối chóp E.OAB, E.OBC, E.OCA 
có chiều cao x bằng cạnh của khối lập 
phương nói trên. Bởi vậy ta có : 


| `. bc s) 
=đbc =~xY| —+ —+— 


r~à7------=>O 


6 3 2 ^ 2 
1... : 
ab + be + ca 
3;3 3 
Vậy : V]ạp phương = si = —... Á § 
, : Hình 4l 


(ab + be + ca) 
60. (h.42) 1. a) Do các tam giác ASB và ACB 
vuông nên : 
SH? = AH.BH, CH” = AH. BH. 


Vậy SH = CH. Mặt khác Sĩ L CH và 
CÏ = IH nên SC = SH. 

Vậy tam giác SCH đều, suy ra SH = 600. 
Mặt khác, ta có AB L HI, AB I SH 
= SHI là góc giữa hai mặt phẳng (S4B) 
và (ABC). Vậy mặt phẳng (S4) qua AB 
cố định và tạo với mặt phẳng cố định 
(ABC) một góc 607 nên nó phải cố định. — Hình 42 


4-BTHH 12 - NC - A 49 


62. 


_ Cách 2. Dễ thấy : TY 
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3. Cách 1. Do BC L (SAB) nên SB là hình chiếu của SC trên mp(S4ĐØ) và do 
đó BSC = +x. Ta có 
V = Ýs xpcp = 325A (a= AB = BC), 


1 ] 1 
V =ŸgAg'c'p' = 35AB'C'p'.5C : 
Do ABC? là hình vuông nên dễ dàng suy ra ŠSB' = $SD' > BD' //BD. 
Từ đó dễ thấy BD1I1(SAC)>BD LACS S¿pec:p = 2AC".BD. 


Ta có : $SB = BCcotx = acotx, $%C = ` = ho : 
SInX  sinx 


_ aNcos2x 


sinx 


_ SA? — QCOS2X 


A = VSB2 ~ AB? “`. 
: h SB Sin xcos x ` 


„0B 


2 
= SÁT _ sả S5 BD= BD.SP. _ 4 2c0s2x. 
$%C sinx 


| SB COS” 
—AC'= “= = a\2coSs2x. 


: a`\cos2x a` cos” 2xA[cos2x V' 
Vậy VW=——————, V DI PSG TA ESSSS 2O LG 
3sin x 3sin xcos“ x V 


JAN. .... 


ŠC” 


2WAnc  SB.SC ˆ 
Từ đó dễ dàng suy ra kết quả cần tìm. - 
1. (H44) Do # là trực tâm ABCD nên 
BH LCD. ' 
Mặt khác AH L (BCD) nên AH L CD. 
Vậy CD L (ABH) > CD L AB. ... D. 


Cùng với giả thiết AC L AB, ta suy ra 
AB 1 (ACĐD) = AB | AD. 


Tương tự AC L AD. | Hình 44 
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2. (h.45) Từ AB = AC = AD suy ra 
HB = HC = HD, tức H là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác 
đều BCD. 


Xét tam giác vuông AHD, ta có : 


m.. 
HD dˆÀ h? 
S3 HH) = =“.m Hình 45 
h? d2 : : 
s . v3 : 
Do tam giác BC) đêu nên DH = 6C.-—, hay BC = DHx3. Vậy 
| !34ˆ”° 
V.=n9a20610 292 .n 
3 A(ˆ - đˆ) 
Bài tập trắc nghiệm 
1. (B), 2. (B). S.ÍC}, 4.(D), SŠ5.(C), 6. (B), 
7. (B), 8.(C),  9(B, 10(C,. I11(A) 12.(C), 


13(D), 14.(B), 15.(D) l6.(A), I7.(B, 18. (Đ), 
19.(C, 20.(B), 2L(A), 22.(A) 23.(B, 24.(A), 
25.(D), 26.(C, 27.(A), 28.(A) 29.(B), 30.(C), 

31.(D),  32.(A). | 


_”. 
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MẶT GẦU, MẶT TRỤ, MẶT NÚN 


A - CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


§1. Mặt cầu, khối cầu 


I- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 
1. Mặt cầu S(Ó ; #) là tập hợp M | OM = R). Khối cầu S(@ ; #) là tập hợp 
LM I|Ó@M < RỊ. : 


Mặt cầu là hình tròn xoay sinh bởi một đường tròn khi quay quanh đường 
thắng chứa một đường kính của đường tròn đó. 


Khối cầu là hình tròn xoay sinh bởi một hình tròn khi quay quanh đường 
thắng chứa một đường kính của hình tròn đó.. 


2. Giao của mặt cầu S(Ó ; R) và mặt phẳng (P) phụ thuộc vào # và khoảng 
cách đ từ Ó đến (P). Giả sử H là hình chiếu của Ó trên mp(PĐ). Khi đó : 


— Nếu đ < & thì giao là đường tròn nằm trên (P) có tâm /, "DẦU kính 
r= VRẺ — đÊ. 

— Nếu đ = K thì mp(P) tiếp xúc với mặt cầu §(Ó ; Ẩ) tại H. 

— Nếu đ > £ thì mp(P) không cắt mặt cầu S(Ó ; ®). 


3. Giao của mặt cầu $(Ó ; R) và đường thẳng A phụ thuộc vào R và khoảng 
cách đ từ Ó tới A. Giả sử H là hình chiếu của Ó trên A. Khi đó : 


- Nếu đ < R thì đường thẳng A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt. 


— Nếu đ = R thì A tiếp xúc với mặt cầu tại . Các đường thẳng tiếp x xúc với 
mặt cầu tại nằm trên tiếp điện với mặt cầu tại H. 


— Nếu ở > R thì A không cắt mặt cầu. 
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4. Về các tiếp tuyến của mặt cầu cùng đi qua một điểm A nằm ngoài mặt cầu : 
— Các đoạn thẳng nối A với các tiếp điểm bằng nhau. 
— Tập hợp các tiếp điểm là một đường tròn. 


5. Hình cầu bán kính # có diện tích bằng 4xR”, có thể tích bằng 2 HE, 


II - ĐỀ BÀI 


1. 


34 


Cho tứ diện ABCD, biết AB = BC = AC = BD = a, AD = b, hai mặt phẳng 
(AC?Đ) và (BCD) vuông góc với nhau. 

a) Chứng minh rằng tam giác ÁCD vuông. 

b) Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ điện ABCD. 

Cho hai đường tròn (Ó ; Ñ) và (Ó' ; R') nằm trên hai mặt phẳng song song 
(P) và (Q) sao cho ÓỚ' vuông góc với (P). Đặt ÓO' = j. Chứng minh rằng 
có mặt cầu đi qua hai đường tròn trên, tính điện tích mặt cầu đó. 


. Cho tam giác đều ABC cạnh a. Xét đường thắng A đi qua Á và vuông góc 


với mp(ABC). Gọi $ là điểm bất kì trên A, Š khác A. | 

1) Khi SA = Ò (h cho trước), hãy tính diện tích và thể tích của hình cầu 
ngoại tiếp tứ điện SABC.. : 

2) Gọi A' là điểm đối xứng với điểm A qua tâm mặt cầu nói trên. Chứng 
minh rằng khi § thay đổi trên A thì A' thuộc một đường thẳng cố định. 

Cho hình lăng trụ đứng có chiều cao ở không đổi, đáy là tứ giác ABCD, 
trong đó 4, 8, C, D thay đổi và 1A.IC = IB.ID = —h2, với ï là giao điểm 
hai đường chéo. Hãy xác định giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt cầu ngoại 
tiếp hình lăng trụ đó. 


Cho tam giác đều ABC cạnh a. Gọi (P) là mặt phẳng qua cạnh 8C 
và vuông góc với mp(AØC). Gọi (#) là đường tròn đường kính BC 
trong mp(P) và S là điểm bất kì thuộc (#'). Khi Š thay đổi trên (#), chứng 
minh rằng : 


1) SA” + SB” + SC? không đổi ; 
2) Tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC là điểm cố định (nếu S khác B, C). 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a; chiều cao $H 
: a 
bă —. 
bằng 2 
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10. 


11. 


I) Chứng minh rằng tồn tại mặt cầu tâm HỞ tiếp xúc với tất cả các mặt bên 
của hình chóp. Tính bán kính # của mặt cầu đó. 

2) Gọi (P) là mặt phẳng song song với mp(A8CD) và cách mp(A5ŒC?) một 
khoảng x (0 < x < R). Gọi $„; là diện tích thiết điện tạo bởi mp(P) và hình 
chóp bỏ đi phần nằm trong mặt câu. Hãy xác định x để S„„ = xÑ?. 

Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là tứ giác có hai đường chéo. vuông 
góc với nhau tại Ủ và 5H là đường cao của hình chóp đã cho. 


1) Chứng minh rằng bốn tâm mặt cầu ngoại tiếp các hình chóp S.HAB, 
S.HBC, S.HCD, S.HDA là bốn đỉnh của một hình chữ nhật. 


2) Gọi Hị, Hạ, Hạ, H¿ là hình chiếu của H lần lượt trên AB, BC, CD, DA. 

Chứng minh rằng hình chóp S.H¡H;H+H¿ có mặt cầu ngoại tiếp. Tính diện 

tích của thiết diện của mặt cầu ấy khi cắt bởi PP nSvinh) nếu biết H 1Hà = a, 

BAC = œ, BDC = 8. 

Cho hình chóp S.A8C có SA L mp(ABC), AB = c, AC = b, BAC= ø. Gọi 

Bị, C¡ lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên Š%, $C. Chứng minh 

rằng các điểm A, B, C, B¡, C¡ cùng thuộc một mặt cầu và tính bán kính của 

mặt cầu đó theo b, c, ø.. | 

Chứng minh rằng nếu tứ diện ABCD có tính chất 
AB+CD =AC + BD = AD + BC 

thì có mặt cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ diện ABCD. 

Cho hình chóp S.ABC. Biết rằng có một mặt cầu bán kính r tiếp xúc với 


các cạnh của hình chóp và tâm 7 của mặt cầu nằm trên đường cao $H của 
hình chóp. 


1) Chứng minh rằng Š.ABC là hình chóp đều. 
2) Tính đường cao của hình chóp biết rằng 7$ = r3. 


Cho hai tia Áx, By chéo nhau và vuông góc với nhau, AB là đường vuông 
góc chung, AB = a. Lấy các điểm C và 2 lần lượt thuộc Áx và 8y. 


1) Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD theo a, 
b,c,ở đó b=AC,c= BD. 


2) Khi C, D thay đổi trên Ax, By sao cho AC + BD = CD, chứng tỏ rằng CD 
luôn tiếp xúc với mặt cầu đường kính AB. 
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12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Cho hai đường thắng chéo nhau đ|, đ; nhận /J là đường vuông góc chung 
Œ < dị, J 6 dạ), lJ = a. Gọi (P) là mặt phẳng đi qua điểm 7 và vuông góc 
với đ2, đặt ø là góc giữa đị và (P). Xét một mặt phẳng (Ó) song song với 
(P) cắt dị, d; lần lượt tại An, A;. Gọi #7) là hình chiếu của A; trên (P). 

1) Chứng minh rằng các điểm ï, 7, A¡, A;, H¡ cùng thuộc một mặt cầu. Chỉ 


rõ tâm của mặt cầu đó và tính diện tích mặt cầu theo a, œ và khoảng cách 
h giữa hai mặt phẳng (P), (Ó). 


2) Chứng minh rằng khi mp(Ó) thay đổi thì tâm mặt cầu nói trên luôn 
thuộc một đường thẳng cố định và mặt cầu ấy luôn đi qua một đường tròn 
cố định. 

Cho mặt cầu tâm Ó bán kính # và A là điểm cố định thuộc mặt cầu. Ba tia 


Áh, Ata, Ar; thay đổi, đôi một vuông góc với nhau và cắt mặt cầu tại các 
điểm B,C, D. 


I) Chứng minh rằng hình hộp nn: trên ba cạnh A5, AC, AD có một đường 
chéo cố định và mp(BCĐ) luôn luôn đi qua một điểm cố định. 


2) Chứng minh rằng hình chiếu H của điểm D trên đường thẳng ĐC thuộc 
một mặt cầu cố định. 

Cho đường tròn đường kính AB = 2R nằm trong mặt phẳng (P). Gọi Ó¡ là 
điểm đối xứng với Ó qua A. Lấy điểm S sao cho SO; vuông góc với (P) và 
SO; = 2R. Tính thể tích của khối cầu đi qua đường tròn đã cho và điểm SŠ. 
Trong số các hình hộp nội tiếp một mặt cầu bán kính # cho trước, tìm hình 
hộp thoả mãn một trong các tính chất sau : 

L) Thể tích hình hộp đạt giá trị lớn nhất ; 

2) Tổng độ dài các cạnh của hình hộp đạt giá trị lớn nhất. 

Trong số các hình chóp tam giác đều nội tiếp một mặt cầu bán kính ® cho 
trước, hãy xác định hình chóp có thể tích lớn nhất. Mở rộng bài toán cho 
hình chóp giác đều. 

Trong số các hình chóp tam giác đều ngoại tiếp một mặt cầu bán kính z 
cho trước, tìm hình chóp có diện tích toàn phần nhỏ nhất. 

Cho hình chóp S.ABC. Biết rằng có một mặt cầu tiếp xúc với ba cạnh của 
tam giác ABC tại trung điểm của mỗi cạnh, đồng thời mặt câu đó đi qua 
trung điểm của các cạnh bên SA, S$B, SC. 
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19. 


1) Chứng minh rằng S.ABC là hình chóp đều. 


2) Tính diện tích mặt cầu, biết cạnh đáy và chiều cao của hình chóp lần 
lượt là a và h. 


Cho tam giác ABC vuông ở A, BC = 2a, ACB = 30°. Xét hai tia Bx, Cy 
cùng hướng và cùng vuông góc với mp(AðC). 


1) Xác định vị trí điểm Ö¡ trên Bx sao cho mặt cầu đường kính BB) tiếp 
xúc với Cy. _ 

Xác định điểm C¡ trên Cy sao cho mặt cầu đường kính AC ¡ tiếp xúc với Bx. 
2) Với các điểm B); C¡ tìm được ở trên, hỏi đa diện ABCC!P\ có mặt cầu 
ngoại tiếp không ? Hãy tính thể tích của khối đa diện đó. 


§2, §3. Khới niệm về mặt tròn xooy. 
Mặt trụ, hình trụ vò khối trụ 


I- CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Mặt trụ là hình tròn xoay sinh bởi đường thẳng 7 khi quay quanh một 
đường thẳng A song song với Ï. 

Mặt trụ có trục A, bán kính £ là tập hợp các điểm cách đường thẳng A một 
khoảng Ê. | 

2. Hình trụ là phần mặt trụ nằm giữa hai mặt phẳng phân biệt (P), (P') 
vuông góc với trục của mặt trụ, cùng với hai hình tròn giới hạn bởi hai 


đường tròn (*Z) và (*Z”) là giao tuyến của mặt trụ với hai mặt phẳng (P) và (P'. 


- Hình trụ là hình tròn xoay sinh bởi bốn cạnh của một hình chữ nhật khi 


quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 


Diện tích xung quanh của hình trụ bằng tích số của chu vi đường tròn đáy 
và chiều cao. 

Diện tích toàn phần của hình trụ bằng tổng của diện tích xung quanh và 
diện tích hai đáy. | 


3. Khối trụ là hình trụ cùng với phần bên trong hình trụ đó. 


ý 
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Khối trụ là hình tròn xoay sinh bởi một hình chữ nhật (kể cả các điểm nằm 
trong nó) khi quay quanh một đường trung bình của hình chữ nhật đó. 


Thể tích khối trụ bằng tích số của diện tích đáy và chiều cao. 


II- ĐỀ BÀI 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


38 


Một hình trụ có diện tích xung quanh là $, diện tích đáy bằng diện tích 
một mặt cầu bán kính bằng z. Hãy tính : 


1) Thể tích hình trụ ; 
2) Diện tích thiết điện qua trục của hình trụ. 


Cho hình trụ có bán kính đáy bằng #, chiều cao ÓOÓ' bằng h, A và B 
là hai điểm thay đổi trên hai đường tròn đấy sao cho AB = az không đổi 


(h<a< VhẺ + 4R2). 


1) Chứng minh góc giữa hai đường thẳng AB và ÓOO' không đổi. 

2) Chứng minh khoảng cách giữa hai đường thẳng AB và OO' không đổi. 
Cho hình trụ có bán kính đáy bằng #, thiết diện qua trục của hình trụ là 
hình vuông. | : 

1) Tính diện tích và thể tích hình cầu ngoại tiếp hình trụ. 

2) Một mp(P) song song với: trục hình trụ, cắt đáy hình trụ theo một dây 
cung có độ dài bằng bán kính đáy hình trụ. Tính diện tích các thiết diện 
của hình trụ và hình cầu ngoại tiếp hình trụ khi cắt bởi mặt phẳng (P). 

Cho hình chữ nhật ABCD với AB = a, BC = 2a và đường thẳng A nằm 
trong mặt phẳng (ABCD), A song song với AD và cách AD một khoảng 
bằng +, A không có điểm chung với hình chữ nhật ABCD. 

1) Tính thể tích của hình tròn Xoay tạo nên khi quay hình chữ nhật ABCD 
quanh A. | 

2) Xác định x để thể tích nói trên gấp ba lần thể tích hình cầu có bán kính 
bằng cạnh AB. | 

Cho hình trụ có bán kính đáy bằng E, trục ØÓ' bằng . Một mặt phẳng (P) 
thay đổi đi qua Ó, tạo với đáy hình trụ góc ø cho trước và cắt hai đáy của 
hình trụ đã cho theo các dây 4B và CD (dây A4 đi qua OÓ). 

1) Tính diện tích tứ giác ABCD. 
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25. 


26. 


_a 


28. 


29. 


2) Chứng minh rằng hình chiếu vuông góc H của điểm Ø' trên (P) thuộc 
một đường tròn cố định. 


Cho hình lăng trụ lục giác đều ABCDEF.A'BC'D'ETF' có cạnh đáy bằng a, 
chiều cao bằng ñ. 


1) Tính điện tích xung quanh và thể tích hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ. 
2) Tính điện tích toàn phần và thể tích hình trụ nội tiếp hình lăng trụ. 

Cho hình lăng trụ đứng ABCD.A'ECD' có đáy ABCD) là hình thang cân với 
đáy nhỏ AB = a, đáy lớn CD = 4a, cạnh bên bằng s , chiều cao hình lăng 
trụ bằng ñ. | 

1) Chứng minh rằng có hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho. 

2) Tính diện tích toàn phần và thể tích của hình trụ đó. 

Cho hình trụ có trục Ó;Ó›;. Một mặt phẳng (#) song song với trục Ó¡Ó2s, 
cắt hình trụ theo thiết diện là hình chữ nhật ABC?D. Gọi Ó là tâm của thiết 
diện đó. Tính Ó,00, biết rằng bán kính đường tròn ngoại tiếp hình chữ 
nhật ABCD bằng bán kính đường tròn đáy hình trụ. 

Một hình trụ có thiết diện qua trục là hình vuông, diện tích TUUC quanh 
bằng 4. 

1) Tính diện tích toàn phần của hình trụ. 

2) Tính thể tích khối trụ. 

3) Tính thể tích khối lăng trụ z—giác đều nội tiếp hình trụ. 

4) Tính thể tích khối cầu ngoại tiếp hình trụ. 

5) Một mặt phẳng (ø) song song với trục hình trụ và cắt hình trụ đó theo 
thiết diện ABB¡A¡. Biết một cạnh của thiết diện là dây cung của một đường 
tròn đáy và căng một cung 120”. Tính diện tích thiết diện. 

Xét hình trụ nội tiếp một mặt cầu bán kính £ mà diện tích thiết diện qua 
trục hình trụ là lớn nhất. Tính : . 

1) Thể tích V và diện tích toàn phần S„ của hình trụ. 

2) Thể tích hình lăng trụ nñ-giác đều nội tiếp hình trụ và thể tích hình lăng 
trụ —-giác đều ngoại tiếp hình trụ. 

3) Diện tích thiết diện của hình trụ khi cắt bởi một mặt phẳng song song 


z ` ` 2> ^ 2 Ẩ 
với trục hình trụ và cách trục một khoảng 3 


59 
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32. 


”- T0 


34. 


35. 


36. 


KYẨ 


- Hãy tính x theo ® và R' nếu (Ó) chia phần hình nón nằm giữa (P) và đáy 


hình nón thành hai phần có thể tích bằng nhau. 

Cho hình nón ©1' có bán kính đáy là R, góc giữa đường sinh và đáy của 
hình nón bằng ø. Một mặt phẳng (P) song song với đáy hình nón, cách 
đáy hình nón một khoảng ? và cắt hình nón theo đường tròn (#). 

1) Tính bán kính đường tròn (#ˆ) theo Ñ, h, ø. _ 

2) Tính diện tích và thể tích phần hình nón nằm giữa đáy hình nón =1 và 
mặt phẳng (P). 

Cho tam giác đều AØC cạnh z và (P) là mặt phẳng qua BC và vuông 
góc với mặt phẳng (ABC). Gọi ('£) là đường tròn nHƠNG kính 8C và nằm trong 
mpŒ?). 

1) Tính bán kính mặt cầu đi qua đường tròn () và điểm A. 

2) Xét hình nón ngoại tiếp mặt cầu nói trên sao cho các tiếp điểm giữa 
hình nón và mặt cầu là đường tròn ('). Tính thể tích của khối nón. 

Cho hình nón =1 có bán kính đáy Ẩ, đường cao SO. Gọi (P) là mặt phẳng 
vuông góc với SỞ tại Ó¡ sao cho SỞ¡ = s50. Một mặt phẳng qua trục hình 
nón cắt phần khối nón =!ˆ nằm giữa (P) và đáy hình nón theo thiết diện là 
hình tứ giác có hai đường chéo vuông góc. 

Tính thể tích phần hình nón 1ˆ nằm giữa mặt phẳng (P) và mặt phẳng 
chứa đáy hình nón =.1“ 

1) Tìm hình nón có thể tích lớn nhất nội tiếp một mặt cầu bán kính # 
cho trước. 

2) Tìm hình nón có thể tích nhỏ nhất ngoại tiếp mặt cầu bán kính r 
cho trước. 

Tìm hình nón có thể tích lớn nhất khi diện tích toàn phần của nó bằng diện 
tích hình tròn bán kính z cho trước. 

Cho hai điểm cố định A, B8 có AB = a. Với mỗi điểm C trong không gian 
sao cho ABC là tam giác đều, kí hiệu AA; là đường cao của AAĐC và đ là 
trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Trong mặt phẳng chứa đ và 


ó1 
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44. 


Bà 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Trong tất cả các hình nón nội tiếp hình cầu bán kính Ẩ, tìm hình nón có ' 
điện tích xung quanh lớn nhất. 


Với hình nón ấy, xét hình trụ nội tiếp hình nón. Tìm chiều cao của hình trụ 
đó, biết rằng thiết điện qua trục của hình trụ là hình vuông. 


Ôn tộp chương II 


tập tự luận 


Cho tứ diện đều A8CD, AA; là một đường cao của tứ điện. Gọi / là trung 
điểm của AA¡. Mặt phẳng (BC?) chia tứ diện đã cho thành hai tứ diện. Tính 
tỉ số hai bán kính của hai mặt cầu ngoại tiếp hai tứ diện đó. 
Xét hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy và chiều cao thay đổi. Tìm 
hệ thức liên hệ giữa cạnh đáy và chiều cao của hình chóp để rà đạt giá trị 
2 
nhỏ nhất, ở đó Vị, V; lần lượt là thể tích của các hình cầu ngoại tiếp và nội 
tiếp hình chóp. 
Cho tam giác A/B có !A = IB = 2a, AIB = 120°. Trên đường thẳng A vuông 
góc với mp(A/B) tại /, lấy các điểm € và D sao cho ABC là tam giác 
vuông, 48D) là tam giác đều. 
1) Tính thể tích và diện tích toàn phần của tứ diện ABCD. 
2) Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 
3) Tính bán kính mặt cầu nội tiếp tứ điện ABCD. 
Gọi r và ở lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của một hình nón. Kí hiệu 
V¡, V; lần lượt là thể tích hình nón và thể tích hình cầu nội tiếp hình nón. 
Z ? ^Z Vì 
[) Tính tỉ số —~ theo z, ñh. 
W 
2) Khi r và h thay đối, tìm giá trị bé nhất của tỉ số I/ 
_ 2 
Cho hình nón đỉnh S có bán kính đáy #, góc ở đỉnh là 2z, 45° < øz< 909. 
1) Tính diện tích xung quanh và thể tích hình nón. 


63 
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Bà 


64 


2) Tính diện tích thiết điện do mp(P) cắt hình nón theo hai đường sinh 
vuông góc với nhau. 


3) Xét hai điểm A, B thay đổi trên đáy sao cho góc giữa mp(S4) và mặt 


đáy hình nón bằng /Ø (Ø< 90”). Chứng minh rằng đường thẳng $7 (7 là 
trung điểm của 4Ø) luôn thuộc một hình nón cố định. 


Một hình nón có bán kính đáy r, chiều cao bằng 3z. Tìm hình trụ nội tiếp 
hình nón và thoả mãn một trong các điều kiện sau : 


1) Thể tích của hình trụ đạt giá trị lớn nhất ; 


2) Diện tích xung quanh của hình trụ đạt giá trị lớn nhất. 


tập trắc nghiệm 


Hình chóp D.ABC có DA L mp(ABC), đáy ABC là tam giác vuông tại Ö. 
Đặt AB = c,BC = a,AD = b. Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp bằng 


(A) vá? +b+c? ; (B) v. +bˆ+c? ; 
(C) \Ja? +bˆ+c? ; (D) 2|a2 +bˆ +2. 


Cho điểm A và đường thăng đ không đi qua A. Xét các mặt cầu có tâm 
thuộc đ và đi qua điểm A. Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào đúng ? 


(A) Các mặt cầu đó luôn đi qua một điểm cố định ; 

(B) Các mặt cầu đó luôn đi qua hai điểm cố định ; 

(C) Các mặt cầu đó luôn đi qua một đường tròn cố định ; 

(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 

Cho bốn điểm 4, B, C, D cùng thuộc một mặt câu và 4DB = BDC = CDA = 909. 
Một đường kính của mặt cầu đó là 

(A)AB; 

(B) 8C; 

(€) AC ; 


(D) DD', trong đó DD' = 3DG với G là trọng tâm tam giác ABC. 
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4. Cho mặt cầu (Š¡) bán kính R. mặt cầu (S+) bán kính ®&, mà &› = “ự Tỉ 


số diện tích của mặt cầu (S2) và mặt cầu (S¡) bằng 


T3 B)2; ` (3: — (Đ4. 


2) 

5. Cho mặt phẳng (P) và điểm $ nằm ngoài (P). Gọi A là điểm cố định thuộc 
(P) sao cho S4 không vuông góc với (P). Một đường thẳng đ thay đổi, nằm 
trong ÉP) và luôn đi qua A. Tập hợp các hình chiếu của điểm S$ trên đường 
thẳng đ là 


(A) Một mặt cầu ; 
(B) Một mặt trụ ; 
(C) Một mặt nón ; 
(D) Một đường tròn. 


6... Cho điểm A cố định thuộc mặt cầu (S). Ba đường thẳng thay đổi đi qua 4, 
đôi một vuông góc và cắt mặt cầu (S) tại B, C, Ð. Xét hình hộp chữ nhật 
dựng trên ba cạnh 4Ø, AC, AD. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 


(A) Hình hộp đó có một đường chéo cố định ; 
(B) Hình hộp đó có hai đường chéo cố định ; 
(C) Hình hộp đó có ba đường chéo cố định ; 

— () Hình hộp đó không có đường chéo nào cố định. 

7, Cho tam giác đều A8C cạnh a. Gọi (P) là mặt phẳng qua 8C và vuông góc 
với mp(1BC). Trong mp(P), xét đường tròn (*) đường kinh BC. Bán kính 
của mặt cầu (S) đi qua () và điểm A bằng 


(A) a3 ; ST CIP : Sa 


ý) (©) ——; 


8... Gọi Ó,,Ó;,Ø; lần lượt là tâm của các mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp, tiếp xúc 


với các cạnh của một hình lập phương. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 


nào đúng ? 
(A) Ó, trùng với Ó; ; (B) @, TT với » ; 


(C) Ó; trùng với Ó) ; (D) Ó1,;,O; trùng nhau. 


5-BTHH 12 - NC - A 65 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


66 


Kí hiệu ®,®›,# lần lượt là bán kính của các mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp, 
tiếp xúc với các cạnh của một hình lập phương. Khi ấy : 

(A) R >> Ry: (B) R; > R; > Ñ,; 

(C).Ñ, > Ry > R;; — (D) R >Ñ, >k. 


Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có các cạnh cùng bằng a. Bán kính 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó là 


(A) œ2 ; (B) ST (C) a3 ; (D) Sa 
Cho hình chóp tứ giác n S.ABCD có các cạnh cùng bằng z. n. kính 
mặt cầu nội tiếp hình chóp là 

d2 1ó 95. @ 9B. s8 
2(1+ v3] : 4Ít+ v3) : 2(1 + v3) 4Ít+ x3] 
Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh cùng bảng a. Diện tích mặt 
cầu ngoại tiếp hình lăng trụ là 


(A) 


ko 5 (C) HC (D) ĐA 


(A) 7a” ; (B) 


- Cho tam giác đều A8Œ `" q. (P) là mặt jn. qua 8C và vuông góc 


với mp(AðC). Trong (P), xét đường tròn (#) đường kính 8C. Diện tích 
mặt cầu nội tiếp hình nón có đáy là (“), đỉnh là A bằng 


(A)“—: — (BC: (C) mdŸ ; (D) 2nđŸ. 

Cho hai điểm A, 8 cố định. á là điểm di động trong không gian sao cho 
MAB = 30°. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) M thuộc mặt cầu cố định ; 

(B) M thuộc mặt trụ cố định ; 

(C) M thuộc mặt phẳng cố định ; 

(D) M thuộc mặt nón cố định. 


Cho hai đường thẳng song song ø và Ð. Gọi (P) và (Ó) là các mặt phẳng 
thay đổi lần lượt đi qua z, b và vuông góc với nhau. Gọi c là giao tuyến 
của (P) và (Ó). Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A)c thuộc mặt phẳng cố định ; 


5-BTHH 12 - NC-B 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 
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(B) c thuộc mặt trụ cố định ; 

(C) c thuộc mặt nón cố định ; 

(D) Cả ba mệnh đề trên đều sai. 

Một hình trụ có diện tích xung quanh bằng 4, diện tích đáy bằng diện tích 
một mặt cầu bán kính bằng 1. Thể tích khối trụ đó là 

(A)4; (B)6; _—_ (Œ8; (D) 10. 

Một hình trụ có bán kính đáy bằng I, thiết diện qua trục là hình vuông. 
Thể tích khối cầu ngoại tiếp hình trụ là ' 


4mj2 — -: 8m2 


N (D) Ta— 


(A) 6m43 ; (B) 3A3 : (C) 


Một hình trụ có thiết điện qua trục là hình vuông, diện tích xung quanh 
bằng 4m. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình trụ là 

(A) 121 ; (B) lŨÕr ; (©) 8n ; (D) ón. 

Thể tích một khối trụ có thiết diện qua trục là hình vuông, diện tích xung 
quanh bằng 4z là 

(A) m1; _ (PB)2n ; - ()9N: ï (D) 4n. 

Diện tích toàn phần của một hình trụ có diện tích xung quanh bằng 4z, 
thiết diện qua trục là hình vuông bằng _ 

(A) 12a; (B) lŨr ; (C) 87m ; (D) 6n. 

Một hình trụ có diện tích xung quanh là 4r, thiết điện qua trục là hình 
vuông. Một mặt phẳng (2) song song với trục, cắt hình trụ theo thiết điện 
ABBA', biết một cạnh của thiết điện là một dây của đường tròn đáy hình 


trụ và căng một cung 120°. Diện tích thiết diện ABEA' là 


(A) M3 ; (B) 23 ; (D22... ` (D) 32. 


Cho tứ điện đều ABCD cạnh bằng a. Diện tích xung quanh của hình trụ có 
đáy là đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD và có chiều cao bằng chiều cao 
của tứ diện ABCD là 


2ra”xl2 na2xJ2 
A) HN ` 


3 , 


( ,; Œ) (C) na7A43 ; (D) ——— 
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23. 


24. 


25. 


26. 


27, 


28. 


29. 


68 


(A) 


Cho tứ diện đều ABCD cạnh ø. Diện tích xung quanh của hình trụ có đáy 
là đường tròn nội tiếp tam giác BC), chiêu. cao bằng chiều cao của tứ diện 
ABC?) là | 

Ð, Ta Taˆ 2 
Tri ^|3 CC B= HH 

5 r8 (B) : (8) < : (D) ^^ 
Mội hình trụ có bán kính Z bằng # và thiết điện qua trục là hình vuông. 
Thể tích của khối lăng trụ tứ giác đều nội tiếp hình trụ là 


(A) 2RÌ; (B) 3RÌ`;- (C) 4Ñ” : (Đ)5#`. 
Thiết diện qua trục của một hình nón là tam giác đều cạnh bằng 2. Một 
mặt cầu có diện tích.bằng diện tích toàn phần của hình nón sẽ có bán kính là 


(A) 243 ; (B)2; () V3 ; (D) Đa 


Một hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông cạnh zø, cạnh bên hình hộp 
bằng 2z. Thể tích khối nón có đáy là đường tròn ngoại tiếp một đáy hình 
hộp và đỉnh là tâm của đáy còn lại của hình hộp bằng 

: Tự` 3 3 
(À) ——;: () —— ; (C) 12 ; (D) 27a". 
Một hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông cạnh zø, cạnh bên của hình 
hộp bằng 2a. Diện tích xung quanh của hình nón có đáy là đường tròn nội 
tiếp một đáy hình hộp và đỉnh là tâm của đáy còn lại của hình hộp là 


TaˆxJ17 T7xJ17 Sa 
NG 4` 


(B) (C) 


(A) (D) 3maŸ. 


Một hình nón có thiết diện qua trục là tam " đều. Tỉ số thể tích của khối 
cầu ngoại tiếp và khối cầu nội tiếp khối nón là 

(A)8; Ö _ )6; (C) 4; (D) 2. 

Cho tứ diện ABCD có DA L mp(ABC),DB L BC,AD = AB = BC = a. Kí 
hiệu Vị, V¿, Ý+ lần lượt là thể tích của hình tròn xoay sinh bởi tam giác 
ABP khi quay quanh 4D, tam giác ABC khi quay quanh Að, tam giác DBC khi 
quay quanh 8Œ. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) Wị + = ; _ (B) Vị +W; = V; ;. 

(C) W;„ + Wạ =WI ; — (P)W= =Ùi. 
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30. Một hình nón có bán kính đáy bằng #, đường cao CC, Khi đó, góc ở đỉnh 


_ của hình nón là 2z mà 


thn[ C2 


(A) snø => ; (B) cosø = 


` 
» 


(C) tan ø = 


Cr| C2 Ch[ ©) 


3 
: (D)cotø = s 


B - LỠI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP số 


81. Mặt câu, khối câu 


1. (h.46,h.47) 

a) Gọi / là trung điểm của CD, do BC = BD = a 
nên Ö8! L CD. Mặt khác mp(BCD) .L mp(ACD) 
nên B7 L mp(ACD). 

Xét các tam giác vuông A!/B và DỊB có 
cạnh góc vuông Öð/ chung, BA = BD, từ 
đó AI = ID. Vậy ACD là tam giác vuông 
tại A. 

b) Từ chứng minh trên, ta thấy tâm của 
mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD 


thuộc B/, do đó, bán kính mặt cầu phải Hình 46 
tìm chính là bán kính ® của đường tròn 
ngoại tiếp tam giác BCD. —B. 
Dễ thấy CB” = BI.BB' = 2R.BI, tức là 
. _ 
_ 2BỊ' 
Mặt khác | 
“ D 
BỊĐ= BC? ~ CD? H0. a7 +bŸ " 3g” ÿˆ 
= 4 4.4 
- B 
| 2 
= BI= 334) =bÌ.0<b< a3. Hình 47 
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70- 


| a7 : " 4na" 

Như vậy Ñ =————>. do đó diện tích mặt cầu phải tìm bằng —————— 

v34? — b° _ 3a” ~ bỂ 
với 0< b< a3. 
(h.48) Giả sử & < '. Vì OØ' L (P) nên mọi điểm thuộc ÓÓ' cách đều các 
điểm của đường tròn (Ó; R), đồng thời cách đều các điểm của là tròn 
(GŒ; K). 
Xét mp(#) qua ÓỚ' và cắt hai mặt phẳng 
(P), (Q) theo hai giao tuyến ÓA, ỞA', 
Aec(O;R).A'e(0'; R). Trong mp(), 
đường trung trực của ÁA' cắt ÓO' tại J. 
Khi đó, mặt cầu tâm 7, bán kính /A đi qua 
cả hai đường tròn (Ó ; £) và (Ó'; Ẩ). 
Gọi Š là diện tích mặt cầu đó thì 


$ =4nJA? = 4n(OA? + JO?) = 4s(R2 + JO?). 


Hình 48 


Kẻ /H song song với AO (H e OO)') thì OH =5. Từ OH +JH =JO, suy ra 
h HD lH _ 
5 + JH = 7O. Kẻ AK song song với OỚ' (K e ØA) thì có —— AK~AK' , từ đó 
bu "š hs 
'ir TIE:” NHÀ E ÁP CC › lim: ..Ð) 
h- 2h 
hộ RỦ~R  — hh + RỦT RẺ Q2 Sài 
Vậy ƯJÓ = 2 +— 277WAoltn,ï:SDWEE... diện tích mặt cầu phải tìm là 
lũ + Lãi 
»=4al| Rˆ+ 
4h“ 
t R¿ 2 2 2 
4R”I” + (hŸ + R2~ R‡} 
s=. j1,“ RE ng Co JEƯnN 
10 
(h.49) 


I) Gọi Ớ là trọng tâm của tam giác đều 
ABC và di là trục của đường tròn ngoại tiếp 
AABC thì Ớ e đ và đ//A. Trong mp(A, đ), 
đường trung trực của S4 cắt đ tại điểm 7 
thì 7 là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
SABC và R =T7A là bán kính của mặt cầu đó. 
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h a\3. 2_ “. ñ ) 
3" 


Dễ thấy G1 = 5 SA = 2, Ế= từ đó ïA “+ =1a442 +3/2 | 


ào 
+ 


Vậy mặt cầu đó có diện tích là ' 
¬ TL 4 2 2 
= (44? + 3/2] 
và thể tích là 


3 

2 2 3 

im [se + 3/2 Ỷ 
5 3)3 Tn 


2) Khi S thay đổi trên đường thẳng A thì tâm 7 của mặt cầu ấy thay đổi trên 
đường thẳng đ. Mặt khác AA'= 2AI, vậy Á' thuộc đường thẳng A' song 
song với A và qua điểm A¡ sao cho AA, = 2AG, tức là A' thuộc đường 
tháng cố định A'. 

(h.50) Vì 14C = IB.ID nên ABCD là tứ 
giác nội tiếp đường tròn. Mặt khác, hình 
lăng trụ đã cho là lăng trụ đứng nên hình 
lăng trụ đó có mặt cầu ngoại tiếp. 

Kí hiệu Ó, Ø' lần lượt là tâm đường tròn 
ngoại tiếp đấy ABCD và A'BCŒ'D' của 
hình lăng trụ và gọi / là trung điểm của 
OØ' thì 7 là tâm mặt cầu phải tìm và bán 
kính của mặt cầu là /A. 


2 
Mặt khác JAˆ = JÓˆ? + AO?= ~ + AÓ”., | Hình 50 


Từ đó, bán kính mặt. cầu đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi bán kính đường 
tròn ngoại tiếp đáy ABCD đạt giá trị nhỏ nhất. 

Ta có hˆ = —IA.IC = —IB.1D = AO? ~ 1O? = AO? = h2 + 1O). 

Từ đó, AO” đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi 1O nhỏ nhất, điều này xảy ra: 
khi và chỉ khi Ó =7, lúc đó AO” = ñˆ và giá trị nhỏ nhất của bán kính mặt 


h5 


cầu ngoại tiếp hình lăng trụ bằng JA = =—. 


7] 
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` 


gi 


(h.51) 


1) Vì BSC = 90° nên SE” + $C2 = BC? = đŸ. § 
Gọi H là trung điểm của BC thì 


SH= LBC = Ê và AH LBC. 
2 2 T 


Mặt khác, (P) L mp(ABC) và cắt mặt phẳng 
này theo giao tuyến 8C nên AH L(P). 


: ỗ 2 2 
Từ đó S4?= SH?+AH2= 4 4 34” - „2 
44 
Vậy SA ^+SB°+SC?=a2+ ad? =2đẺ. Hình 5I 


2) Vì HB = HC = HS, AH L mp(SBC) nên đường thẳng AH là trục của 
đường tròn ngoại tiếp ASBC. Do đó, tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện $SABC 
thuộc AH. Mặt khác, ABC là tam giác đều nên tâm mặt cầu đó chính là 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và bán kính mặt cầu bằng bán 
kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. Điều ấy khẳng định rằng mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện S4BC là cố định. 


(h.52) 


1l) Gọi 7 là trung điểm của 8C thì HI= = SH. Gọi J là trung điểm . 


ki 
2 
của $/thì H7 .L Sĩ, mặt khác #7 l 8C, vậy HJ l mp(SBC) đông thời 


Sĩ la aýN2 
HU= TT =2.g2 “Ta 


Tương tự, ta có khoảng cách từ H tới 
các mặt bên của hình chóp đã cho 


cũng băng “ức Như vậy, mặt cầu 


aý2 


tâm H, bán kính ®= là mặt cầu 
tiếp xúc với các mặt bên của hình 
chóp S.ABCD. 


"Hình 52 
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2) Gọi H¡ là giao điểm của (P) và SH thì HH; = x, 0< HH) < R và thiết 
diện của hình chóp với (P) là hình vuông ArBIC¡,D¿. Khi ấy 


2 
Hà 2 
SABCD kết ad" 
f¿ 


` , 2 
Từ đó SAiBC,D, = (g— 2x). | | 
Ta có (P) cắt mặt cầu nêu trên theo đường tròn bán kính r được tính bởi 
2 2 
2._ đ@ —=8x 


Ũ 
q ` + *®ÀA + ` ` 
re Rˆ `. hay r = — x“ = “..... từ đó diện tích hình tròn thu 


được là sút - 8x”). Vậy 
Sa = (đ — 52 DJ ` - 8x”) = § [s( ~2x}ˆ ~ xa? - 8x? )Ì. 
Ta có $¿ = z6” = _ © 8(a— 2x)” — na” + 8mx2 = na? 


c© 4L(a- 2x} + | = na. 
_ 4a — na 
_ 8+2n 


đ 


©x : 
4 


} 


[qo<x<&= 
(h.53a,b) 


l) Gọi l¡ là trung điểm của AB 
và Ó¡ là tâm mặt cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABH thì /¡O; // SH và 


hÓi= 35H. 


Tương tự như trên, nếu j›, lạ, lạ 
thứ tự là trung điểm của ĐC, CD, 
DA và 0, Ga, Óy thứ tự là tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp các hình 
chóp S.HBC, S.HCD, S.HDA thì 
DO; = 35H, lạÓ¬a = 35H. 
lOa = b 
1 


cùng song song với $H. Hình 53a _ 


SH và Ó¿, O2, lO; 


Vế 
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74 


Dễ thấy /,1; // O¡Os và 1; / AC, 
1l /J O;Oš và I›1: /J BD, 
l2 JJ O3Ó¿ và H1; JJ AC, 
lạ / 4O) và lạIị /J BD. 


Kết hợp với AC L BD, ta có O¡O2O4O, 

là hình chữ nhật. 

2) Dễ thấy HH,H1; = HBH = HBC, 
HH,H, = HAH; = HAD, 
HH;H, = HCH, = ïICB, 
HH;H, = HDH, = HDA. 

Từ đó 


Hình 53b 


M 


HH,H; + HH,H, + HHẠH; + HHẠH, = HBC+ HCB+ HAD+ HDA =180°. 


Vậy HỊH;H:H, là tứ giác nội tiếp đường tròn. Từ đó hình chóp 


S.HịHH;H có mặt cầu ngoại tiếp. 


Diện tích thiết diện của hình cầu đó và mặt phẳng (ABCD) là diện tích | 


hình tròn ngoại tiếp tứ giác H,H;HH¡, 


Vì BAC = a, BDC = Ø nên H,H,H = ø+ j. Khi ấy 


bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
a 
, từ đó = ———- 

HìH;H;H)). ừ đó # 2sin(z Đì 8) 
Vậy diện tích hình thu được là 
' 2 

4rRˆ = ————— 
sin“(# + Ø) 
(h.54) Gọi 4D là đường kính của đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC, khi đó 
CD_L AC, mặt khác CD L $A, từ đó 
CD L mp(SAC), vậy CD L AC¡. Theo 


giả thiết, AC; L $C nên ÁC; L €¡Ð. 


“7 =2R (Rlà 


1 
sin(œ + ) 


Hình 54 
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Tương tự như trên, ta cũng có 48D = 90°, AB,D = 90°. Vậy AD là đường 
kính của mặt cầu đi qua các điểm A, B, C, B\, Cl. 
Bán kính R của mặt cầu đó cũng là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 


giác ABC, do đó -2C— = 2R, mặt khác 
sin Á 


BC? = AB? + AC? - 2AB.AC.cosA hay BC = Ybˆ + c? — 2bc.cosø , 


Xb? +€7 — 2bc.cosơ 


ly đợc 
vạy 2sinz 


Chú ý. Có thể chứng minh các điểm A, B, C, B¡, C¡ cùng thuộc một mặt 
cầu như sau : 

Xét các tam giác vuông S4, SAC, ta có SA? = SB.SB\, SA“ = S€Œ.ŠC), từ 
đó SB.SB\ = SC.SC), suy ra B, C, Bị, C¡ cùng thuộc một đường tròn. Như 
vậy, hình chóp A.BCC¡B\ với đáy BCC;B\ có đường tròn ngoại tiếp nên 
hình chóp đó có mặt cầu ngoại tiếp, tức là các điểm A, B, C, C¡, B¡ cùng 
thuộc một mặt cầu. | 

(h.55) Gọi Ø¡ là tâm đường tròn nội 
tiếp tam giác ABC và các điểm tiếp 
xúc của đường tròn đó với các cạnh là 
M,N,.P. Gọi Ai là trục của đường 
tròn này thì A¡ chứa tâm của các mặt 
cầu tiếp xúc với ba cạnh AB, 5C, CA. 

Tương tự, nếu gọi A; là trục của 
đường tròn nội tiếp tam giác ABD thì 
A› chứa tâm của các mặt cầu tiếp xúc 
với ba cạnh của tam giác ABD. Kí 
hiệu điểm tiếp xúc của ba cạnh ấy với 


đường tròn nội tiếp AABD là Nị, Q.R Hình 5Š 
(N; thuộc 4ð). 

Khi ấy, vì 

AN —“... J == 


mà AC + BD = AD + BC nên AN =AN¡, từ đó N = Ñ¡. 


75 
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109. 


76 


Suy ra AB L mp(Ó¡NØ;). Mặt khác, A¡ L AØ và cắt mp(AðC) tại ÓI, A2 
vuông góc với 4B và cát mp(ABD) tại Ó; nên A¡, A› cùng nằm trong 
mp(O¡NØ;). Từ đó A¡ cắt A› tại điểm Ó, đó là điểm cách đều năm cạnh 
AB, AC, BC, AD, BD của tứ diện ABCD hay | 
OM = ON =OP = OQ = OR. (1) 
Hoàn toàn tương tự như trên, ta cũng có As cắt As (Aa là trục của đường 
tròn nội tiếp tam giác AC?) tại Ó' và 
ØŒM=O@N=@Q=@R=O'S : (2) 
(S là điểm tiếp xúc của cạnh CD với đường tròn nội tiếp AACD). 
Từ (1), (2) ta có Ó, @' cùng là tâm của mặt cầu đi qua bốn điểm M, N, Ó, 
RE mà M, N, Q, R không đồng phẳng, vậy Ó = Ó'. Đó là tâm mặt cầu tiếp 
xúc với sáu cạnh của tứ diện, bán kính mặt cầu đó là ỌN. 
(h.56a,b) | 


l) Vì các cạnh của hình Ship tiếp 
xúc với mặt cầu nên 


»A + BC = SB + AC = SC + AB. 


Mặt khác, tâm /ƒ của mặt cầu 
thuộc đường cao SH nên dễ 


thấy /SA= ISBđ = ISC, tức là 


HSB = HSA = HSC, từ đó _ ¬ 
5A =SB= SC. 

Vậy AB = BC = CA, từ đó S.ABC là 
hình chóp đều. 
2) Đặt SH=ñh. Gọi Mí là trung | 
điểm của BC thì mp(SAM) cắt mặt S 
cầu theo đường tròn lớn, đường 

tròn này tiếp xúc với $A tại Át, đi 

qua điểm M và cắt AM tại Mị, dễ: 

thấy AM) = MỊH = HM. Ái 

All _ AH 

ÑU SA” 


B 
Hình 56a 


Vì ASAITœ ASHA nên 


từ D N cị A Mì M 


¬ | 
lF lh“ + AH Hình 5ób 
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Từ AH = 2M:H suy ra 
AH” = 4M,HỶ = 4(IMỆ— 1H?) 
=4|»2 ~(w ~z/BŸ 
1L__ 22-3) —_ 
S 4|z2 ~( ~ r5) ] 


©9/ˆ— lórhA3 + 16?=0 


Vậy 


`... 


N 
1l. (h.57) 
1) Vì AC L AB, AC 1 BD nên AC L AD. 
Tương tự như trên, ta có CB L BD. 
Vậy CD là đường kính của mặt cầu Cì 
ngoại tiếp tứ diện A8CD. 


Dễ thấy CĐ” = CA? + AB? + BD? 


2 
=W 4 bŸ + vế H 
tức là Hình 57 


CD= Na? +”? đi, 


Vậy tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD là trung điểm của CÐ và bán 


kính mặt cầu bằng sva? +? nhé 


`Š 


2) Gọi C¡ là điểm thuộc tia đối của tia Áx$ sao cho AC) = BD. Gọi O là DNHẸ 
điểm của AB thì 


ABˆ 
4 9 


2 
OD” = BD? th, 


OCƒ = AC? + 


do đó ÓC) = ÓD. 


71 
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12. 


78 


dị, d› tại A, A› nên A¡A› //JH¡. Suy ra 


Mặt khác CD = AC + BD, từ đó CD = CC¡. 


Vậy hai tam giác ÓC¡C và ODC bằng nhau, suy ra ÓA = ÓH (trong đó 
ÓA, OH lần lượt là đường cao của hai tam giác đó). Điều này khẳng định 


Mà .. ` “ > A Z ` - ^ ` Z * ta 
khoảng cách từ Ó đến CD bằng “—, tức là mặt cầu đường kính Aÿ tiếp xúc 


với CD. 


(h.58) - 
1) Vì (P) đi qua ï và (P) L đ;, J L ä; nên J c (P). 
Vì ¡ là hình chiếu của 4; trên (P) | 
nên AjH, = ø và AyH, // dạ Do 
mp(@) song song với mp(P) và (Ó) cắt 


đạ 


JHAA; là hình chữ nhật. 


Mặt khác JIA, = 90”, vậy các điểm ï, 7, 
Ái, A¿, Hị cùng thuộc một mặt cầu, tâm 


mặt cầu là trung điểm Ó của /A¡, bán 


Hình 58 


kính của mặt cầu là ® = gỞÁI. 


| 
Ta có JA? = JJ” + 1A? = a” + , 


9 
sinˆ a 


` “ 1 . 
từ đó Ñ = ————— a7 sin 
2sinø 


°œz+#2. 


Diện tích mặt cầu là Š = 


=>. (a7 sin? ø + 8). 
sin“ ø 


2) Khi mặt phẳng (Ó) thay đổi thì A¡ luôn thuộc đ¡ mà JØ = 2JÁI , vậy Q 
thuộc đường thẳng đ; đi qua trung điểm K của 17 và đ song song với đi. 

Xét mặt phẳng (R) chứa ƑJ và vuông góc với đ: thì (R) cắt mặt cầu nêu trên 
theo đường tròn tâm K, mà K là trung điểm của ï7 nên // là đường kính 
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13. 


14. 


của đường tròn. Đường tròn này cố định, từ đó ta có mặt cầu đi qua các 


điểm 7, 7, Ai, As, Hị luôn qua một đường tròn cố định. 


(h.59) 

1) Dễ thấy các đỉnh của hình hộp chữ 
nhật dựng trên ba cạnh A8, AC, AD 
cũng thuộc mặt cầu đã cho. Khi ấy 
tâm Ó của mặt cầu là trung điểm của 
đường chéo ÁA' của hình hộp, tức là 
hình hộp nêu trên có một đường chéo 
cố định là AA'. 

Mặt khác AA' cắt mp(BCD) tại trọng 
tâm ŒG của tam giác BCD và 


ÁG = gAA', Vậy mp(8CD) luôn luôn 


đi qua điểm cố định G nói trên. 


2) Vì DH L BC, DA L mp(ABC) nên AH L BC. 


Hình 59 


Gọi O¡ là trung điểm của BC thì OÓ; .L (CA) > OO/ L AH, từ đó AH Ì HO. 
Điều này khẳng định điểm H thuộc mặt cầu đường kính AO, mặt cầu này 


cố định vì A, Ó cố định. 


(h.60) Gọi A là trục của đường tròn 
đã cho thì A // SỚi. Trong mp(SÓỚ/y, A), 
đường trung trực của $4 cắt A tại Ó; 
thì Ó; là tâm mặt cầu đi qua đường 
tròn đã cho và điểm Š, bán kính mặt 
cầu này bằng Óx4 = O›Š. Xét các tam giác 
vuông ÓzÁO và O2ƒ$ (ở đó ÓsÏ // AO)), 
ta có : 
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15, 


16. 


80 - 


Vậy bán kính mặt cầu là Nụ + le = có 


và thể tích khối cầu phải tìm là T5 V65nR. 


Trước hết, ta nhận xét rằng hình hộp nội tiếp mặt cầu phải là hình hộp 
chữ nhật. Từ đó, nếu kí hiệu ba kích thước của hình hộp đó là x, y, z thì 
xÃ+ ” +z? =4R,, 


1) Thể tích khối hộp chữ nhật là V = xyz, từ đó VÝ = x'y”z”. Vậy V đạt giá 
"` ''  '... 1 1... ¬. 
trị lớn nhất khi và chỉ khi x“ = y“ = z“ = —— hay x= y=z KXC tức hình 


hộp đó là hình lập phương với cạnh bằng ái 


v3 
2) Tổng độ dài các cạnh của hình hộp là 7 = 4(x + y + z), từ đó 
T” = 16(x + y +2) < 16.3 @xˆ + y? + z2) = 1922, ` 


Như vậy, tổng độ dài các cạnh của hình hộp đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ 


khix=y=z= 5 hay hình hộp đó là hình lập phương có cạnh bằng ch 


v3 


- 


E2 


¬ n8 
(h.61) Dê thấy Ñ = 2e 


chóp lần lượt là z và ? thì 


, từ đó nếu kí hiệu cạnh đáy và chiều cao của hình 


—a? +32 


R : 
6h 


(1) 


la 
VsABC =3: Fì ‹h. (2) 
Từ (1), (2) ta có 


: _ 
Vỹ Agc = 15 h(6Rh 3h”) 


3 


= T5 h.3h(2R — h) 


= TT, =ÙÚ). 
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Mặt khác h < 2R nên Ý „„c lớn nhất khi và chỉ khi .(2R — h) lớn nhất. 
Điều này xảy ra khi và chỉ khi h =: Khi đó 


đa = 3h(2R — #)=4R(2R~ “Ẽ) = ——. tức là a= C2 hÁan 


Dễ thấy trong trường hợp này, SABC là tứ diện đều có cạnh bằng 


2R46. 
3 


e Mở rộng bài toán cho hình chóp z—giác đêu cạnh a. 
ãMH3Á13.(::| .. —~=... 
Ta cũng có R = 297" trong đó S4 là một cạnh bên và SH là đường cao của 
42 +4h?sin?^ 5 4? 
hình chóp, từ đó #= ———————”, suy ra a“ = 4h(2R — h)sin? — . 
. 2 1L H 
Shsin n 


2 
Gọi Š là diện tích đáy của hình chóp ø—giác đều cạnh z thì $ = =— CoL—, 


Khi ấy, thể tích V của khối chóp bằng 


naˆ T1 


V= T2 co0t—: .h 


12901. h.4h sin? — —(2R — h) 


—cot-sin? ^ ,}.h(2R — h) 
3 H H 


= “gi” H02 ^ ph.}h(4R — 2h). 
6 n ở) 


Vậy V lớn nhất khi và chỉ khi h = ¬ và từ đó 


»” 


3 
ứ = = sinˆ Ầ dài — à) =sin? In S20 
lở) 3 ọ 


3 


6-BTHH 12 - NC - A S1 
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17. 


82 


Như thế, trong số các hình chóp z—giác đều nội tiếp một mặt cầu bán kính ® 


cho trước thì hình chóp m0 -giác đều có chiều cao h = = và cạnh đáy 


T. 


sin~ có thể tích lớn nhất. 
n 


(h.62) Kí hiệu cạnh đáy của hình chóp là 

a, chiều cao là ?, thể tích khối chóp là V, 

điện tích toàn phần là Sẹp thì r = Giản 
Ip 

sẽ dị cà Ta 

tức là S„ = SH. Vậy 5„„ nhỏ nhất khi và 

chỉ khi V nhỏ nhất. Mặt khác, cũng từ hệ 


thức S 


3V ¬ 
p É= T—› ta có hệ thức liên hệ 
Ƒ “ 


giữa a, h và r là 


ah 


===—- (1) 
_ a+ Na +12/? Hình 62 
.a.. 


Ta“. 


Gọi M là trung điểm của BC và đặt SMH = ø (đó là góc giữa mp(SBC) 
và mp(ABC), cũng là góc giữa mặt bên và mặt đáy của hình chóp). Khi ấy, 


I— 


h= SỐ tang (2) 
Thay (2) vào (1), ta có a= CS 952 + Ủ ty đó thay vào (2), ta có ¡= 76050 + 1), 
_ 3 sinø COS @ 
Suy ra a = 12r2 Chế S32 


— M3 2;2.1†cosø l + cosø 
12 l—cosợ — cosø 


~Ja„3_#+cosø _ ng 
= v3z cosợØ(l - cosø) - vậr f{l — 


với 0<f=cosø< l. 


(l+ Ÿ 


Xét hàm số ƒ(Œ) = mm 


0 << I, thì VY nhỏ nhất khi và chỉ khi ƒ) 


nhỏ nhất. 


6-BTHH 12 - NC -B 


18. 


_ Tương tự ta có BA = BC. 
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2041 +0 >f0+f1<2ø _ 3W œ/)=Ù 31 s07] 


Ta có ƒ') = 
;ˆ(Í =#Ÿ” q—- 
"..— 
/?1—0Ẻ ˆ 
ƒŒ@=0©¿r =S. Xét bảng biến thiên sau ' 


| 


Vậy ƒŒ) đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi  = bộ , tức là COSØ = 3: 


3 Khi đó 


h = 4r, tan = 242, từ đó a = 2r^/6. 

Vậy khi a = 2rAJ6, h = 4r thì diện tích toàn phần của hình chóp đạt giá trị - 

nhỏ nhất. 
(h.63) 


1) Gọi Á¡, Bị, C¡ lần lượt là trung 

điểm của SA, 5B, S%C và A¿, B;›, C¿ 

lần lượt là trung điểm của BC, CA,_- 
AB. Vì AB, AC là hai tiếp tuyến với 

mặt cầu tại Ö;, C; nên AB; = AC. 

Suy ra AB = AC. 


Vậy AB = AC = BC, nghĩa là ABC là 
tam giác đều. : 
Gọi Ó là tâm của tam giác đều ABC. 
thì Ó cũng là tâm của tam giác đều Hình 63 


A2B;C;. Kí hiệu Ó¡ là giao điểm của SO và mp(A¡B¡€¡) thì Óy cũng là tâm 
của tam giác đều ABC) (vì phép vị tự tâm SŠ, tỉ số D biến tam giác ABC 


thành tam giác A¡B¡C¡). Do mp(AB¡C¡) song song với mp(ABC) nên Ó¡Ó đi 
qua tâm 7 của mặt cầu, đồng thời Ó¡ÓØ vuông góc với cả hai mặt phẳng đó, 
từ đó SA = 5B = SC. Vậy S.ABC là hình chóp đều. 


63 
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-_ 2) Dễ thấy tâm 7 của mặt cầu là trung điểm của Ó¡Ó và bán kính r của mặt 
NT 
_ cầu bằng JC¿, Ta có JCỶ = JỚ + OCỆ = TC + 5+ 


Vậy diện tích mặt cầu đó bằng 
PP ci đi 
4 16 + 12 TL = TI KrN + .š : 


1) e Gọi 7 là trung điểm của 8Ø; thì mặt „ 


19. (h.64) 


cầu đường kính 8; tiếp xúc với Cy tại J 


khi và chỉ khi #7 = 5 BB.. Mặt khác, dễ 


thấy 1J = BC = 2a. Vậy BBỊ = 4a. Hệ 
thức này xác định vị trí điểm Öi. l h¡ 
e Gọi K là trung điểm của AC; thì mặt 
cầu đường kính AC) tiếp xúc với Bx khi 
và chỉ khi khoảng cách từ điểm K đến Bx 


>C hay K 
2 h 


tu 
ci 


: l 
băng 2 AC), tức là KK¡ =. 


BK'= SÁC., trong đó K' là trung điểm Số Hệ SP 


của AC. 

Dễ thấy AB = a, AC = a3, từ đó 
sñ] - Ta” 
Ba 4 
Như vậy, mặt cầu đường kính AC; tiếp xúc với Bx khi và chỉ khi AC, = aV7, 
từ đó CCỷ = 74” - 3a” = 4a”, tức là CC¡ = 2a. Hệ thức này xác định vị trí 

điểm C¡. (Khi đó J = €)). 
2) e Khi BB\ = 4a, CC; = 2a thì BBỊC¡C là hình thang vuông tại B,C với 
hai đáy có độ dài khác nhau nên BB¡C¡C không có đường tròn ngoại tiếp. 


=> ỦK = 


a7 
3! 


BK? =dẺ + 


Vậy đa diện ABCC¡ðB; không có mặt cầu ngoại tiếp. 


54 
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e Dễ thấy A.BCC;B\ là hình chóp đỉnh A, đáy là BCC;B¡ và mp(ABC) 
vuông góc với mp(BCC;B;,). Từ đó 


lu : 
(AH là đường cao của tam giác vuông ABC) 


hay VA gccg, = (4a +22). AB. AC = c.64.a.aJ3 = a43. 


§2, §3. Khái niệm về mặt tròn xoay. 


Mặt trụ, hình trụ và khối trụ 


20. 1) Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao hình trụ đó lần lượt là R và ñ. Khi đó 


21. 


Šạ = nR” = 4na”, Sv„= Š = 2nRh. 


` z L2 z ` Š Kẻ .) Si ` 
Từ các hệ thức trên, ta có R = 2a và h = ——. Như vậy thể tích khối trụ là 


4na ` 


V = nRˆh = 44”. =. Sđ. 
41a 


2) Thiết diện qua trục của hình trụ là hình chữ nhật có các kích thước là 2R 
và h. Vậy diện tích thiết điện qua trục là 


2Rh = đc = ` 
4na 7 


(h.65) 

1) Gọi AA' là một đường sinh của hình trụ 

thì AA' = h và AA' // OO', khi ấy œ= BAA' 
| AA' —hh 

là Z ” AB ` ' ` K Tin 6 giáo 

à góc giữa và ỞỚ' và cosơ ;T, Tin 

Điều này khẳng định góc giữa AB và ÓO' 

không đổi. 

2) Gọi 7 là trung điểm của A'Ø thì có 

Ø'1 L mp(AA'B), mặt khác ØO' // mp(AA'Đ), 

vậy Œ'T là khoảng cách giữa AB và ÓO'. 


Hình 65 


85 
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22. 


S6 


Vì @Ø7 là trung tuyến của tam giác A'\Ó'B có ba cạnh là A'B = 


ƠỚA' = ƠB = R nên Ø7 có độ dài không đổi. Dễ thấy Ø7 = JR Ea 


(h.66) 

l) Giá sử thiết diện qua trục OỚ' 
của hình trụ là hình vuông ABCD. Khi 
đó AB = AD = 2R. Gọi O\ là trung điểm _ 
của ØỚ' thì mặt cầu tâm Ó¡, bán kính 


@¡ là mặt cầu ngoại tiếp hình trụ. 


Dễ thấy Ø,B = R42. Vậy diện tích mặt 


2 ọ 
cầu là lu  = 8w“ và thể tích _ 
Hình 66 
khối cầu = x(R4J2) = 3x vJ2 š 
2) Mặt W (P) song song với OØ' nên cắt hình trụ theo thiết diện là 


hình chữ nhật có một cạnh bằng A7, cạnh còn lại theo giả thiết bằng Ẩ. 
Vậy diện tích thiết diện của hình trụ cắt bởi (P) là R.2R = 2#”. 


Vì (P) // OỚ' nên khoảng cách từ tâm O¡ của mặt cầu ngoại tiếp hình trụ 
đến (P) bằng khoảng cách từ @' đến (P) và bằng Ø7 (7 là trung điểm 
2 Đà 
¬— - `. ' "" 2 R 3 
của dây cung nói trong giả thiết). Ta có @' = KÑ“-|—~|] = .. Tức là 


2 
Rx3 


Ø1 = _ Vì mp(P) cắt mặt cầu trên theo đường tròn nên bán kính r của 
đường tròn được tính theo công thức : 
`. 
ƒƑ O¡#7 =ðl2x2Rˆ=  -s= 
Vậy diện tích thiết diện của mặt cầu ngoại tiếp hình trụ đã cho khi cắt bởi 


6¿ 
mp(P) là §= CC, 
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23. 


24. 


(h.67) 
1) Kí hiệu Ó, Ó' lần lượt là giao điểm 
của các đường thẳng AB, CD với A. Gọi V 
là thể tích cần tìm, V¿ là thể tích hình trụ 
tạo nên khi quay hình chữ nhật OBCØ' 
quanh A (với ÓOA < OB) hoặc hình tạo 
nên khi quay hình chữ nhật @ØADỚØ' 
quanh A (với ÓA >:OB) ; Vị là thể tích 
hình trụ tạo nên khi quay hình chữ nhật 
OADOØ' quanh A (với ÓA < OB) hoặc 
hình trụ tạo nên khi quay hình chữ nhật 
OBCỚ' quanh A (với ÓA > ÓB). Khi đó 
V=YV;- Vi. | 
Từ đó, với ÓA < ÓB thì | 
V =nOB”.BC - xOAÏ.AD = 2an| (x + a) —#? ] = 2a “x(2x +) ` 
và với ÓA > ÓB thì 


Hình 67 


V = nOA?.AD - nOB°.BC = 2an| x2 ~ (x— a)2 | = 2aŸn(2x ~ a). 


_2) Thể tích khối cầu bán kính bằng AB là 3 ra”. Theo giả thiết ta có 


3 
4na" = 2na (2x + đ) (với A < ÓB) 


hoặc . 4xa`= 2nđ (2x - a) (với OA > OB). 
Từ đó x = 5 (với OA < OB) hoặc x= = (với OA > OB). 


(h.68) 

1) Gọi / là trung điểm của CD thì Ø1 .L CD, 
từ đó Ø/ L CD. Vậy z= 1Ó". 

Dễ thấy AB // CD, tức là ABCD là hình 


thang. Mặt khác @7 L CD nên Óï L AB. 
Vậy ABC?) là hình thang cân. 
Diện tích § của ABCD được tính bởi. 

| 


$= —(AB+CD). OI 
É; | Hình 68 


Š7 
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25. 


88 


_ Tacó: AB=2R,OI= = 


thể tích khối trụ đó là Vị = ma” ñ. 


OO' _ h 


sinø  sinø ` 
Ø1 = OOcotz= ID = JO'D2 - Ø1? = V|R2 — h2 co? ø 
—= CD = 2N R7 - h cot ơ. 


Vậy S= LÍ2R + 2VR ~ h2 cot? ø).—?— = ÍR + Ý|R2 — h2 co2 Z— 
2 sin 2 SIn # 


2) Trong mặt phẳng (OÓ'7), kẻ @'H L OI thì H là hình chiếu của điểm Ø' 
trên mp(P). 

Xét tam giác vuông Ở'1H, ta có Ó'H = Ơ'T sinø = h.cotØ.sinø = h.cos Ø. 

Kẻ đường cao H/ của tam giác vuông O'HO thì O'J.OO' = O'Hˆ 

=O”7= c = h.cos“ø, từ đó suy ra J là điểm cố định. 

Mặt khác HJˆ = O'H” - O1 = h”.cos°ơ — h.cos°ø = h°cos?ø sin?ø. 


Vậy H/ có độ dài không đổi, từ đó ta có điểm ƒ thuộc đường tròn tâm J, 


- bán kính cho trước, trong mặt phẳng vuông góc với ÓO' tại J. 


Chú ý. Cũng có thể thấy H thuộc mặt trụ 7 có trục là OO', bán kính đáy £' 
cho trước, cụ thể Ñ' = h.cosz.sinz, đồng thời H thuộc mặt phẳng vuông 
góc với trục ØÓ' tại điểm 7. Từ đó H thuộc đường tròn là giao của mặt trụ 
7 và mặt phẳng nói trên. 

(h.69) 

l1) Hình trụ ngoại tiếp hình lăng trụ đã 
cho có trục là ØØ' (Ó, Ó' là tâm hai đáy 
của hình lăng trụ) và đường tròn đáy của 
hình trụ này là đường tròn ngoại tiếp đáy 
của hình lăng trụ. 

Dễ thấy bán kính đường tròn đáy của 
hình trụ ngoại tiếp bằng a. Vậy điện tích 
xung quanh của hình trụ đó là Š¡ = 2rmah, 


Hình 69 
2) Hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho có trục là ÓØ', đường tròn đáy 
của hình trụ này là đường tròn nội tiếp đáy hình lăng trụ. 
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26. 


_ Ta có JJ = BH = A|BC2 - HC? 


aJ3 


2 


Dễ thấy bán kính đường tròn đáy của hình trụ nội tiếp bằng . Vậy : 


diện tích toàn phần của hình trụ đó là 


2 | ồ 
X= = + TC = nav| 0 + ni 


thể tích hình trụ đó là 


(h.70a, b): 

l1) Vì hình lăng trụ đã cho là hình lăng 
trụ đứng nên chỉ cần chứng minh đáy 
ABC) có đường tròn nội tiếp. 
Gọi 7 và 7 lần lượt là trung điểm của AB 
và CD thì J L AB, JJ L CD. Gọi Ó là trung 


điểm của ÙJ thì OÏ = OJ = S Kẻ BH L CD. 


|25a” | [ 
= Ạ =“ 2a—5 =¿ (1, 


Vậy OI = OJ =a. 
Mặt khác OB” = OiÊ + IB? 


2 a7 5a 


=ađ+—>=—— 


OC” = 072 + JC? 
=gˆ+ 4d? = 52, 
từ đó ta có BC = OB” + OC”. 
Kẻ đường cao ÓK của tam giác vuông OBC thì OK.BC = OB.OC, suy ra 
ax5 
—5—.4 5 


GA NT: Tiêu 


8; 
Vậy Ó là tâm đường tròn nội tiếp hình thang cân ABCD. 


ÄẢ. I 8B 
Hình 70b 


S0 
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27. 


28. 


90 


Vậy hình trụ có trục ÓỚ' (Ó, Ớ' là tâm hai đường tròn đáy) và bán kính 
đáy bằng z chính là hình trụ nội tiếp hình lăng trụ đã cho. 
2) Diện tích toàn phần của hình trụ đó là 
$= 2na' + 2nah = 2ra(a + h) 
và thể tích hình trụ đó là 
V=na'h. 

Chú ý. Có thể giải thích ABCD có đường tròn nội tiếp bởi điều kiện 

AB+ CD = BC + AD. 
(h.71) | 
Vì ABC?D là hình chữ nhật nên Ó là trung 
điểm của AC. 
Gọi M là trung điểm của AB thì O¡M L AB, 
@OM 1 AB và theo giả thiết, AÓ = AÔ). 
Hai tam giác vuông MAO và MAO¡+ có MA 
chung, ÓA = Ó¡A nên OM = ÓM. 


Từ đó Ó0,M = 45”, do đó Ó0,O; = 45”. 
- — Hình 71 
Dễ thấy AO¡OÓO; cân tại Ó, vậy O,@Ó; = 907. 
(h.72) 
1) Từ Š„„ = 2#.OO; (R là bán kính đáy) 


S„ = 2xR(R + OO)), 


Vậy S„- _. = Ốï. 

2) Ta có 4x = Š„„ = 2#R.OO) = 2x.R.2R 
=.. 

Thể tích khối trụ là - 
V = nR”.OO; = 2rR` = 2n. 


Hình 72 
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29. 


3) Gọi Á¡C¡ là một cạnh của ø—giác đều nội tiếp đáy hình trụ thì 
A.OC, = = và diện tích đáy hình lăng trụ bằng 


— "“.. ..ẽ..ẽ 5. 
Đụ =H-SAAOC, = n.>R Sin—— = 2F sin-— = 8 
V„= S„.OO, = ngĩn 
4) Đường tròn lớn của hình cầu ngoại tiếp hình trụ là đường tròn ngoại tiếp 
thiết diện qua trục. Vậy bán kính mặt cầu là Rc = R42 (R là bán kính đáy 
của hình trụ). Từ đó thể tích khối cầu phải tìm là 


BỌC 


E 3(Rc)” = 
5) Với thiết diện ABB¡A; như hình vẽ, ta có A¡Ó,B, = 120”, từ đó 
AB = 2Rsin120° = R^/3. 
Vậy - AiBi=A3. 
Do đó diện tích thiết diện là : Á¡ị. ÁA¡ = d. 3.2= _n 


(h.73) Gọi Ó' là trung điểm của trục Ó¡Ó của 

hình trụ thì Ó' là tâm mặt cầu đã cho. Kí hiệu 

h và r lần lượt là chiều cao và bán kính đáy 

của hình trụ thì diện tích thiết diện qua trục là 
Sy = 2r.h. 

2 = 


Mặt khác KỶ = O'A7=r +— — =R =. 


Từ đó S„„= hV4R7 — hˆ = v|h?(4R2 ~ hˆ 


Hình 73 
Vậy $S„ lớn nhất khi và chỉ khi  = ®42. 
Khi đó r= „| Rˆ” - 2.28” = So = 5 , tức là thiết điện qua trục là hình vuông. 
3 
l)V= nrˆh = 2trˆ.r = 21r` = ca, 


S„ = 2nrˆ + 2nrh = 3nR?. 


9] 
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2) se Dễ thấy diện tích đáy của hình lăng trụ z—giác đều nội tiếp hình trụ là 
Di sin =, Vậy thể tích hình lăng trụ đó là 


H2.. 2T 3. 24 nR`Ề . 2n 
V,,„„„= —r“sin—.2r = mm?" sin— = Ssin—. 
lrụ H 


Ề; n H1 245 


e Xét đa giác đều ø cạnh ngoại tiếp đường tròn đáy hình trụ thì độ dài cạnh 


của đa giác bằng 2z tan =>, từ đó diện tích đáy hình lăng trụ là 


I T 2 T1 
Š;;„,= H.—2r.tan—.r = nr“ tan—- 
đây Bộ h n 


Vậy thể tích hình lăng trụ z—giác đều ngoại tiếp hình trụ là 


É) 7 ä 7 nR 7 
nr” tan—.2r = 2nr .tan— = —>—tan—- 
H H 


v2" 
3) Giả sử thiết diện là MWN,M: thì NN¡/M, là hình chữ nhật. Gọi / là 
trung điểm của MN thì 


—R., _ la RỲ_ |R R R 
Oi= 2 vàÏM = Go ng: 


Vậy diện tích thiết diện MMN¡M; là 
MN.NN) =2IM.h =R.RV2 = R”.V2.- 
30. (h.74) Vì hình hộp ABCD.AIBIC1D\ 
nội tiếp hình trụ nên ABCD.AIBIC¡Dy 
là hình hộp chữ nhật, trục hình trụ là 
OÓ( (đoạn nối tâm hai đáy của hình 
hộp) và khoảng cách từ ÓOØ; đến mặt 
phẳng (ABB¡A¡) bằng nửa AD. Từ đó 
AD = 3a. 
BD là đường kính của đường tròn đáy 
hình trụ nên 8D = 5a, suy ra 


Hình 74 


AB? = BD”— AD” = 16aŸ, tức là AB = 4a. 


92 
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Dễ thấy DB,A là góc giữa B,D và mặt phẳng (ABB,A,). theo giả thiết thì 
DBỊA = 30”, từ đó B,D = 2AD = 6a. 


Vậy BB} = B,Dˆ~ BDỂ = 36a” — 25a” = 11a”, tức là BB, = a1. 
1 l 1, 


_ Do đó thể tích hình hộp đã cho là 


V =AB. AD. BB\ = 4a.3a. a1 = 12a^]11. 
Gọi Ó' là trung điểm của OÓ/ thì Ø' là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình hộp 
chữ nhật ABCD.A¡B,C¡D¡ và bán kính của mặt cầu đó là R = zBỊD =34. 
Từ đó thể tích hình cầu phải tìm là 


V= 3 R= s27,” = 36nđ`. 


84. Mặt nón, hình nón và khối nón 


31. 


(h.75) Gọi Vị là thể tích phần hình nón giữa đỉnh S và mp(P), V¿ là thể tích 
phần hình nón giữa hai mặt phẳng (P) và (Ó), V¿ là thể tích phần hình nón 
giữa mặt phẳng (Ó) và đáy hình nón đã cho. Khi ấy 


. x3 
.. 
M.+› xj ` 


+ +, 5 
M+Wy — 


và - Vạ=V¿, _ (3) 
Từ (2), (3) suy ra 
W +2; — bi 
M, + W2 N - 
Từ (1) và (4) ta có 


(4) 


2(W +2) R+ RẺ 
———— —= ———< X= ———-.Ö 
M+W;.. x 2 


93 
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32. (h.76) 

— 1) Gọi đường cao của hình nón là SO, 
một đường sinh của hình nón là §A thì 
SAO =z. 

Gọi Ó',A' lần lượt là giao của $Q, SA 

với mp(?P) và Ở là hình chiếu của Á' trên 

ÓA thì _ 
AH = A H cotø = hcotø 

và bán kính của đường tròn () là 
R=OA' =OA -HA =R- hcotơ. 


= — —_|R? —(R- hcotz)Ÿ | 
COS Ø 

. h.cotz(2R — hcotz) = _P_(2R — hcotø). 
COS Ø sin ø : 


Hình 76 

2) se Gọi Š¡ là phần diện tích phải tìm, Š; là phần diện tích xung quanh 

hình nón đỉnh § và đáy là (*). Khi đó §¡ = § — S5; (S là diện tích xung 

quanh của hình nón c#), tức là _ 
S%¡=1R.SA — ạN..SA' 


-x(E„E. — 2E ) 
COS Ø coOS ø 


e Gọi Vị là phần thể tích cần tìm, V¿ là phần thể tích khối nón đỉnh § và 


đáy là đường tròn (#). Khi đó 
Vị =V - V; (V là thể tích hình nón đã cho) 


"n6... 
= q1. .50 at „ở 


= } x(R?.Rtan ø ~„Ñ” .®' tan z) 


—_ 


= —nxtana(R - R”) 


— QC) 


= 3 tan g|LR =(R = hcotz)` Ì 


= “0£? ~ 3Rhcotz + h“cot2ø). 


94 


343. 


34. 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


(h.77a, b). 

1) Gọi 7 là trung điểm của ÖC thì 
AI L BC. Do (P) là mặt phẳng chứa BC 
và vuông góc với mp(4BC) nên A7 L (P). 


Mặt cầu chứa đường tròn (*“) và đi 
qua điểm A có tâm trùng với tâm của 
đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, 
có bán kính bằng bán kính của đường 
tròn này. Vậy bán kính mặt cầu là 
.- 3 
— 3 
2) Hình nón thoả mãn các giả thiết đã 
nêu tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A 
và đỉnh Š của hình nón thuộc đường 
thắng A!. Dễ thấy mp(ABC) cắt mặt 
cầu theo đường tròn lớn và cắt hình nón 
theo tam giác cân có cạnh: đáy đi 
qua Á và tam giác cân này ngoại tiếp 
đường tròn lớn đó. Vì tam giác ABC 
đều nên dễ thấy tam giác cân nói trên 
cũng đều, từ đó cạnh của tam giác này 
bằng 2z, vậy đường cao của hình nón là 


SA= ax3. Khi ấy thể tích khối nón 


phải tìm là 


V=S a2 HH 


(h.78a, b) 
Gọi thiết diện thu được là AA¡Ö¡B. 
Vì SỚI = s50 nên 
A:Bi,= Ì Ap =Ẻ 2R 
J1 3 = ¡NHI 
Mặt khác AðB¿¡ L A¡Ö tại 7 nên 
!O = 3AB, lÓOt= zA EST, 


Hình 77a 


A 
Hình 77b 


+—=————- 


\x= 


Hình 78a 
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35. 


%6 


Vậy 00 na s- 
-. Ai O0 Bị 


Từđó SỐ =2ÄR. 
Gọi thể tích phần hình nón phải tính là 
V* thì V* = Vị — V¿, trong đó : 


A ÓO B 
Hình 7§b 
V; là thể tích của hình nón ©#, 


V¿ là thể tích hình nón đỉnh S và đáy là thiết diện của ©1ˆ được cắt bởi (P). 
Ta có thể tích phần hình nón phải tính là 


V*=Vị—V¿= 3 t.OB.SO — 2 x0,BỆ .SÓN 
". R2 - _ 52nR” 
~ 32|822E 93)" g1. 


1) (h.79a) Kí hiệu bán kính đáy hình nón là +x, chiều cao hình nón là y 
(0<x<R,0<y<2R). Gọi SS' là đường kính của mặt cầu ngoại tiếp hình 
nón thì ta có 


x” = y(2R - y). 


M 
Fị 
t 
Gọi Vị là thể tích khối nón thì 
I 
¬ 
Vị = 21 y = 27.J(2R ~ y) 
Từ 
= cúR — 2y).y.y 


T7 4R—-2y+y+y ` _ 32mRẺ 
”6 3 — 81 ˆ Hình 79a 
Vậy thể tích Vị đạt giá trị lớn nhất bằng cHn 


khi và chỉ khi 4# — 2y = y 


- SR2 2R42 
=8 =_—— AaVx= _—a—' 
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36. 


7-BTHH 12 - NC - A 


ii xe=?4JD. 


2) Xét mặt phẳng chứa trục của hình $ 
nón, mặt phẳng này cắt hình nón theo | 

tam giác cân ŠS4Ö và cắt mặt cầu nội tiếp 

hình nón theo đường tròn bán kính zr và 

hình tròn này nội tiếp tam giác cân SAB 

(h.79b) 


. Kí hiệu bán kính đáy hình nón là x, chiều | | 
cao hình nón là y (x > Ø, y > 2z) thì 


(AH+SA)r= 2AB.SH | 


c© (z+jh2+»2]r= » ` r2 


y-2r 


Hình 79b 


Vậy thể tích hình nón ngoại tiếp mặt cầu bán kính z là 


y-2r— y¬ h 0/24) 


"A2 
> 24|@ _ 2< + 4r = 8r. 


l n BriyODĐG 
Từ đó V; > 2 m.8r”, tức là V„ đạt giá trị bé nhất khi và chỉ khi 


(h.80) 

Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao hình 
nón lần lượt là x và y (x, y > 0). Khi đó, 
diện tích toàn phần của hình nón là 


nxA|x? + y + TU. 
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Su 


—98 


_ Gọi 5,„ là diện tích xung quanh 


Theo giả thiết ta có 
xtx4|x2 + y? + mx = nai 
©xd3)+yˆ +x =zŸ | 
<©xVJ1ˆ2+y = a —x” (điều kiện x < a) 


: 2 2 4 
©x(@“+y)=a +x" - 2a2x7 
22_ 4 29 : 
>x⁄y =q -2ãx ©x ==——~ 
yˆ+2a 
Khi đó thể tích khối nón là 
4 4 


v1 ạ TL4 y 


= TƯ n E=.x.. —= ——‹-————-. 
3 yˆs+24ˆ 3 ý“ 2d” 
: 2à 2 `. y +32” ¬ ' 
Từ đó V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi mx—m đạt giá trị nhỏ nhất. 


2 
Vậy V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi y = = tức là y =a42, lúc đó 


v.. 
=': 
(h.81) 


I1) Hình nón ngoại tiếp hình chóp 
S.ABC có đỉnh là Š, đáy là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC, 
đường cao là SH, đường sinh là SC. 


của hình nón thì S„ = .HŒ.SC. 


Ta có #C =“. 
2 


S%C”?= SM”+ HC? = SH?+ = 


Hình 6Ï 


2 
= SỈ” ~ IH + = (7 là trung điểm của AA\). 


7-BTHH 12 - NC-B 
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Vì S thuộc đường tròn đường kính AAÁ¡ nên Sĩ c. ngoài ra 


ax3 a3 _ a3 


=AH —- Al=——_————=—--: 
túi si 3 4 l§b 

2 =8] (=&] a2 ai axJ2 
Vậy òC = 1) = 12_- Thi E806) 0000ĐPS° 2 , 
Và S _ạ v3 a\2 _ xa ˆx6 
=> ổằÀ. nã 


Gọi V là thể tích của hình nón nêu trên thì 


2 
V= an.IC? SH= 2x. vsf? _IH2 


12 |4” 34” 1, 2 V6 
9 WIl6 12 9` `6 
_ nđÌ\6 


54 


2) e Gọi 7 là trung điểm của AB thì C7 L AB, do SH L (ABC) nên SỬ L AB. 
Vậy S thuộc mặt phẳng trung trực của AB. Mặt khác 


| m2 2 2 5 
$7? = SH? + HJ/ˆ = SI? - IHˆ + Hi” = b5 TG + b5 S 


TP) 6 4 
qa 
Từ đó JS ==~. 
jji ÁN 2) 
Vậy S thuộc đường tròn (T) tâm 7, bán kính ÿŠ nằm trong mặt phẳng trung 
trực của AB. Dĩ nhiên đường tròn này cố định. | 


e Vì Š$ nằm trên đường tròn (T) tâm 7ÿ và ÁJ vuông góc với mặt phẳng chứa 
đường tròn này nên AS thuộc mặt nón nhận (T) làm đường tròn đáy và trục 
là A7 (đỉnh A). Tương tự, 8S thuộc mặt nón có đáy là đường tròn ), trục 
là B7 (đỉnh Ö). _ 
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38. 


_ đường tròn nội tiếp tam giác ABC. 


(h.82) 
l) Đáy hình nón trong bài toán là 


Đường cao hình nón là SỞ (S là đính 
của hình chóp).: | 
Gọi / là điểm tiếp xúc của BC với 
đường tròn nội tiếp AABC thì ÓI L BC 
và $ .L BC nên SO = Ø. Khi đó, 
chiều cao hình nón là 

h = SO = OI tan8Ø= rtanØ, 
độ dài đường sinh hình nón là 

Ol _— r 

cos/đ _COS LỄ 


Vậy diện tích xung quanh của hình nón là 


I=SI= 


SỊ =TƯÌ = Tử. = 
CO 


Thể tích hình nón là 
1 


1 
Vị= su h = Xi = sm tan Ø. 


2) Dễ thấy ba đường cao của ba mặt bên hình chóp S.ABC bằng nhau và 
cùng bằng Šï. 


Diện tích xung quanh của hình chóp là 


%= 2 (AB + ÁC + BC).SI.. 


- Mặt khác AC =AB^/3, BC = 2AB, 
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§... =2 AB.AC = 3 AB? vã, 


ŸAApc = (AB + ÁC + BC).r= z6 + 43).AB. 


Từ đó AB = (N3 + l)r. | 
Vậy diện tích xung quanh của hình chóp S.ABC là 


— 2(3+ 8)AB.SI = 5 2(3+3)(V3 +» 
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Thể tích hình chóp S.ABC là 


` 


[1 5 `. 
V„= s-5AB.AC.SO =_ : ——AB“.SO, từ đó 
Vạ= X3(W + l2 r tan 8 
2 
= NI + 1) r tan 8. 
39. (h.§83) Kí hiệu bán kính đáy và chiều cao S ' 


của hình nón lần lượt là x, y (x, y > 0), 
bán kính mặt cầu nội tiếp là zr, dễ 
tính được 

r"=_————. 

N37 + y +x 

Vì diện tích hình cầu bằng diện tích đáy 
hình nón nên ta có : 477 = 6” > x= 2P; 
lúc đó 


— 2ry 3y. Hình 83 
VJỲ“ +4r? Na 24 k 


Gọi !J là bán kính của đường tròn (2), nhờ AIJO œ  AHSA, ta có 


 . ẽ5 7: =. Thay r =”, x = 2r vào hệ thức 


$S“Hễ AS SA "..vẽ 


trên, ta được 


3y 
_— g8 _ 3y 
lJ= =—., 
9 7 10 
s4 
16 


Kí hiệu diện tích phần thứ nhất của mặt xung quanh hình nón (phần có 
chứa đỉnh của hình nón) là Š¡ và diện tích xung quanh hình nón là §... thì 


2 
2 3| 
sh=L an) _ L8) _ + 
=|lmrj Ê 


4#} BA 
8 
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Kí hiệu diện tích phần thứ hai của mặt xung quanh hình nón là S› thì 


j5 
%$ 8 Su T6 .25, 21 
_*“ =“—= |j- = 
nI _ 4 
r— SH _ SH 


40. (h.84) Dễ thấy -— = = SH =4r và HH) = 4(R - r). 


SH 4R 
1) Diện tích toàn phần của hình trụ nội tiếp hình nón tính theo z, # là 
S„ = 2n” + 2nr.4(R — r) = ~ 6nr” + 8xRr. 


2) Vì chiều cao hình trụ là ⁄H;¡ được xác 
định bởi HH; = 4(R - r) nên để tính bán 
kính đáy r và chiều cao # của hình trụ nội 
tiếp hình nón sao cho diện tích toàn phần 
của hình trụ đó đạt giá trị lớn nhất, chỉ cần 
tìm r để S„ = 2(-3” + 4Rr) đạt giá trị 
lớn nhất (với r < R). Khi coi r thay đổi thì 
S„ = 2m(-6r + 4R), từ đó 


M 


g/ 
hU ng Hình 84 


Lúc đó ñ =4|R ~ 2 |~ “ 


3 3 
41. (h.85) Giả sử Ó là tâm của đáy hình nón và 
mặt phẳng (2) đi qua hai đường sinh SA, SP. 
Gọi / là trung điểm của AB thì Ó/ L AB 
và %/.L AB, từ đó S/O = ø. Theo giả 
thiết @ = ISB. 


, Hình S5 
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Từ tam giác vuông S7, ta có sinø= n2 | _ (1) 
8 : : : : IB 
Từ tam giác vuông S7, ta cũng có tanø = Ea (2) 


1. cac ¬- - 
tang  !B Ñ vo k 4 


Từ (1) và (2) suy ra 


2 
42. (h.86) Gọi 7 là trung điểm của AB thì ÓI L AB, 5! L AB, OI = a. Ta có 


3 


AO =SA cos SAO = 5.5, 


AI = SA cos SAI = 25A. 


Ai | Ai > 

Từ đó —— = -=. Mặt khác -——~ = 
ừ đó ẦO R Mặt khác 1O cos/AO 
_= X6 a 
Sử sin!AO = ¬ 
46 Hình 86 
Xét tam giác SAO, ta có SA =- _ a6 2. =2. 
cos 30 2 43 


Từ đó diện tích xung quanh của hình nón đã cho là 
Sxạ= 1LOA.SÁ = —.. = maˆA|3. 


43. (h.87) Xét mp(P) qua trục SỐ của hình 
nón thì (P) cắt hình nón theo tam giác 
cân S4, (P) cắt mặt cầu ngoại tiếp và 
nội tiếp hình nón theo các đường tròn 
lớn có bán kính lần lượt là ® và r. Các 
đường tròn này ngoại tiếp và nội tiếp 
tam giác cân S4B. Kí hiệu Vạ, V; là thể tích 


: Vị R 3 : A O B 
của các hình cầu đã nêu thì ỰA = (2) : Hình 87 
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44. 


104 


Đặt S4B = œ và gọi / là tâm đường tròn nội tiếp AS4B thì 


2R= _ = `. và r = lIÓ = Tà bi 
sinASB  sin2z 2 °j 
Từ đó Sử = `1. Mặt khác tanø = Ca = 2, vậy 
: 22 AO 
sin 2ø tan— 
É¿ 
2tan Z 
2tanø 4 ĐH 
sin2ø=——————— ==,2=tanø= 
l+tanaz 3 Í'= MU” 
lu M5 =} ơ. 
= tan SG Tom (do tan > 0). 
3 
Như vậy Ê - 55 +1) vạj lị_ 125(V5 +Ủ - 125(V5 +2) 
pc g” bù 7 52 6 7 
(h.88) 
e Xét mp(2) qua trục SỞ của hình nón thì S 
(2) cắt hình nón theo tam giác cân S4, 
(z) cắt mặt cầu đã cho theo đường tròn lớn 
ngoại tiếp tam giác SÁ4B và (2) cắt hình trụ o 


đã nêu theo thiết diện là hình vuông MNPQ | 
(hình vuông nội tiếp ASAĐ). 
Đặt 54B = ø thì SA = SB = 2Rsinz | 
A N O P B 


và QB = SBcosø = Rsin2ø. Từ đó diện tích 


7 Hình 88 
xung quanh của hình nón là , 


Sx„ = T.sin2ø.2Rsinø = 4xR“sin°œcosơ = 4nR#ˆ( - coS” 2)cOSơ. 


Đặt ƒ) = (L— tt với Q<£=cosø< Ì. 


Dễ thấy ƒŒ) đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi / = — COS Ø 
© tanz=2. Khi ấy Sg= tanz =2, tức là SO=OB42. _ (*) 


Vậy hình nón có đường cao và bán kính đáy thoả mãn điều kiện (*) nội 
tiếp mặt cầu đã cho có diện tích xung quanh lớn nhất. 
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SƠ _ MÔ _ xu ¬ 
e Dễ thấy SO AB AB (đặt MQ = MN = x). 
SO—x _ x SO — 42x 
Khi ấy ———— So AB => SO—x= =n* = : 
Từ đó $O =s(2 + 42). _ (1) 
Mặt khác $O = OBtanø = Rsin2øtanø = 2Rsin ø. VÀ 
4R.5 : : 
4Rsinˆ ở _ 3. &R 4 
Từ (1) và (2) suy ra x= —————“ =————=~RÍ2~42). 
| ý“ 2g DI 3(2442)- 2 
| 4R ` 
Vậy chiều cao của hình trụ phải tìm là ¬-U = v2). 


Bà 
45. 


Ôn tập chương II 


tập tự luận 


(h.89a,b) Gọi N là trung điểm của BC và J là giao điểm của M/ với AD, khi 
đó mp(BC) chia tứ diện đã cho thành hai tứ diện BCĐJ và ABC7. 


Dễ thấy AJ = TÁP. 


Vì AÁ¡ L mp(BC?D) nên mọi điểm 
thuộc A4¡ cách đều 8, C, D. Khi 
đó, tâm Ó¡ của mặt cầu ngoại tiếp 
tứ diện BCD/ là giao điểm của AA¡ 
với đường trung trực của JÖ (xét 
trong mp(AA¡?D)). 

Tương tự như trên, tâm Ó; của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABC7 là 
giao của DD; với đường trung trực 
của AJ (xét trong mp(AD2D)) (DD\ 


là đường cao kẻ từ đỉnh D của tứ 
diện ABC?D). | Hình 89a 
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Gọi E và F lần lượt là trung điểm của D7 và AJ. Xét tứ giác nội tiếp 


O1A,DE (hình 89b), ta có 
AE. AD = AO\.AA, 


1. AE.AD 
_ | 
Mặt khác | 
6 a 3q 5a 
AA =2 be 
Ị ,AF= tang 
Từ đó 
AO¡= Si 5av6 Hình 89b 
aj/6 16 
8.—— 
3 
SP _ 5øj6 2x6 
ầ Ố "n- =—.: 
và do đó A¡O¡= AI AÓ¡:= 16 48 
Vậy bán kính &¡ của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 8CDJ là 
6a”. 3a? a7 a“ 129.47 
RÈ= O,D°= A,Dˆ = =>: ằăi 
Ó,Ð= AØi + Ái 482. 9 488 3 488 
aý129 
—> Rì — ` 
846 
Tứ giác Ó2D¡FA nội tiếp đường tròn nên 
DFE.DA 
MăLkhá&. /0F=  .tt<,DAsa,PDìs #6 ty 
4 8 8 3 
17a 
po.- 8S _ 2laý6 _ 7aj6 
“ ujc 86 16 
3 


7 : 
Suy ra DỊÓ; = - ` So = S và do đó, bán kính Ñ, của mặt cầu 


ngoại tiếp tứ diện ABC là 
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RỆ = O;A” = O;DỆ + DỊA?= 


_—- 
25a”.6 " _ 254”, a” _ 1534! 
482 3 488 3 488” 
từ đó R.= Š 153 Vậy Ñ_ aýJ129 aN153 —- 43 
ám: R86 8J6 9] 
46. (h.90) Gọi x là độ dài cạnh đáy, y là 
chiều cao của hình chóp ; ®, r lần lượt là 
bán kính mặt cầu ngoại tiếp và nội tiếp 

#” 2y? 
4y ` 


hình chóp thì dễ tính được R= 


=—. ... 


x+ j3? + 4y? 
EÌ -lÉ = | ! 


4xy? 


VỊ 
V2 


Hình 90 


Từ đó g nhỏ nhất khi và chỉ khi _ nhỏ nhất. - 
Ä | 


Gọi ø là góc giữa mặt bên và mặt đáy của hình chóp thì ø =SIH (7 là trung 


điểm của 8C). Khi đó y = - tang — 4y” = x tan ø, từ đó 


2 2 
s 4+? #|(yj2+22me2g) 


ó x tan” Ø 
1 l -€O0sØ + Í 
2 + tan? ]+ —._~ 
_ ( jm | mẽ | — cos7 2 COS@ 
COS” Ø 
1+ cos” Ợ@ l lực 


~—= ——__—_ = —. ới <ứ/= “1: 
2cosợ(l-cosø) 2 /(l—-f) lu phe 
| : | 


W hán # s0 ó | hs. : 
Như vậy, —L nhỏ nhất khi và chỉ khi ƒ) = P. S2 đạt giá trị nho nhất 


W, I=Ð 
(0<r< 1). 
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2r —f2)—(1—20(L+ 2) 


_ Tacó: ƒŒ)= 5 
[#q - 0Ì 

_ 22-201 -1+2t—2+20 2+2£—1 

[q - ĐỶ _—_ #q-Ø 


ƒŒ)=0œ©+2¡—1=0€©r=-1+ 42 (do0<¿<1) 


Ta có bảng biến thiên 


Vậy ƒ0) đạt giá trị nhỏ nhất tại ? = —1 EA 25 tức là Cos2=— + ÝJ2 
l 
3-22 
1-3+2/2- j2 1) 2 =2(/2+1) 


-© E80 ——— ————= 


E= `. ứẽ.. 
| © tan0= 42X42+2. 


Vậy hệ thức liên hệ giữa x và y là y = x 


© 1 +tanˆ @= 


2542 
2 
V, 
Khi đó —+ đạt giá trị nhỏ nhất. 
V› 
47. e VìlA =1B = 2a, AIB= 120° nên AB? = IA” + IB” — 21A. IB cos AIB = 12aŸ, từ 


đó AB =2axl3. Do CD L mp(A1Đ) tại I, IA = IB nên CA = CB. Kết hợp với. 
giả thiết ABC là tam giác vuông, ta có ABC là tam giác vuông tại C và 


EAeff<f” suy, 


J2 
Vì ABD là tam giác đều nên AD = AB =2aA3. 
Từ đó Ci?= AC? - AI? = 6a? - 4a? = 2a, tức là CI =aA2, 
DÌ = AD? - AI” = 12a — 4a = 8aˆ, tức là DI =2aA2. 


e Hai điểm C, D thuộc đường thẳng A vuông góc với mp(A1Đ) tại điểm ï 
nên có hai trường hợp xảy ra. 
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Trường hợp I. C, D nằm về hai phía đối với điểm 7 (h. 91a). 
Dễ thấy CD = 342, từ đó CD = 18a” ; mặt khác AC” + ADỶ = 18aỶ, tức là 
CD” = AC” + ADỶ. Như vậy CAD = 90°. Tương tự ta cũng có CBĐ = 90°. 


1) VApcp = VD Aip + ỨGQ AIp = 3-2.AL.BI sin A/B.(1D + !C) 


= TT 2 XỔ 2/2 = a6. 
: 2 
Gọi S„ là diện tích toàn phần của tứ diện ABCD thì 


D 
sp = ¬ + Sgcp + ba + SAgp 
„ AB? j3 

= 4 

= 33.24 + 2.642 w: [ B 

- t2 J3 C rï 

= 3azˆq + j3 + 22), Hình 91a 
2) Vì CAD = CBD = 90° nên CD là đường kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ 


= 2. 3CD.AI + 


diện ABC?D, từ đó bán kính mặt cầu phải tìm bằng se, 2z và diện tích mặt 
cầu bằng 1814Ỷ. 

3) Gọi r là bán kính mặt câu nội tiếp tứ diện ABCD thì dễ thấy r= —-4tep l 

ˆ | | 5 
3a”x6 
34 ˆ(1+43+ 22) 
__ 446 
13433742 


ˆ Trường hợp 2. C, D nằm về một phía đối 
với điểm 7 (h.91b). 
a)^4J6 


l1) VApcp = Vpa¡pg — Vca¡pg = 3 
Sp = 2a?A412 + 3a? + 3a2vJ3 


=a2(3+ 262 +3). 


từ đó r = 


Hình 91b 
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2) Gọi J là trung điểm của AB thì 
JÀ =jJBD =ử, 

Xét đường thắng A¡ đi qua J và vuông 
góc với mp(ABC). Khi đó, mọi điểm 
thuộc A; cách đều các điểm A, B,C và A;, 
nằm trong mp(CD7) (do mp(CDJ) vuông 
góc với mp(ABC)). Trong mp(CĐÐ)), 
đường trung trực của CD cắt A¡ tại điểm Ó 
thì A = ÓB = ÓC = OD = R(h.9lc). 
Ta có JJ = a, CJ = a3. Kẻ OH L 17 thì 


3442 


Hình 9ïlc 


OH =IK = 2! Xét các tam giác C7 và HO, ta có sinC = sinJ hay 
3a\2 
1U —OH và ro OHỤC - ~2— 443 - 3u 
JC ` JÓO ` th ỐC gố n 
2 2 
Từ đó OC” = CJ” +JÓˆ = 3a” + — = = : 


Vậy diện tích mặt cầu phải tìm là 66mđ'. 
3)r= _—_ a6 — = _—_ #6 
a?(3 + 262 + 33) 3+3 43+ 242 
48. (h.92) 
Gọi (P) là mặt phẳng đi qua trục của 
hình nón thì (P) cát hình nón theo tam 
giác cân S4, cắt mặt cầu theo đường 
tròn lớn, đường tròn này nội tiếp tam 
giác cân. Khi đó, bán kính r¡ của hình cầu 
nội tiếp hình nón được tính bởi công thức 


. nh 
F|ị =———ễễ. 
r+ NhP +r? 
1) Thể tích hình nón là Vị = s0 0, __ Hình 92 


3 
Thê tích hình cầu nội tiếp hình nón là V¿ = Ti] . 


3 bi aU ?” sè.ÑƑ 
: 
Vị L(z+Ý;2 +02), 


Vậy —— = — 
° l4 rh? 
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49. 


h? | 
l+— +ÌI 3 
W1 r2 1(I+VIl+x)} , #2 
2 => —z>——*xz————.bđó =5 =x>09. 
r? 
2 
`. Tin] (I+x+1Ƒz-2-21+>x) 
“ø=.= sa ah... 
4x 42x“w@x+l 


vl+x+ mẻ  — 
(xxx, _ Ủ > 0 nên khi xét dấu của ƒ (+), ta chỉ cần xét dấu của 
42x⁄'w@x+l | 


øŒ) =x—2— 2Nl+ x. Ta có ø(vy) = l— 


Vì 


| 


s..Tt 


< 1, đồng thời ø(x) = 0 © x = 8. 


`"... `. „ 
Dê thấy g(+x) >0 vì khi x > 0 thì Zing) 
Vậy g(+) là hàm tăng trên miền x > 0 và ø(8) = 0 nên 
với ( < x <S 8 thì e(+) <0; 
với 8 < x < +œ thì ø(x) > 0. 
Bảng biến thiên của ƒ(x) 


_¬ cac VỊ Và 
Vậy giá trị bé nhất của TA bảng 2. N 


(h.93a,b) À 


l) Tacó SM = . = _ 
sinz  sinø 
SỞ = Kcotø. ` 
Diện tích xung quanh của hình nón là 
R - rR 
Sx„ = TIÑ. — Ti ¬ _ Gị 
sinz  sinø 
Thể tích khối nón là 


N 
| l . 
Vẽ 3 xR”.Rcotd = 3 1Ñ CoLớ. Hình 93a 


2) Giả sử (P) cắt hình. nón heo thiết diện SMN và SM L SN, khi đó diện 
tích thiết diện là | 
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50. 


Bà 


112 


` H2 

Xi } gi .SsN= Ai 
2 2sin” 

3) Với / là trung điểm của AB thì $/O = /, 
OI = SO cot8Ø= R.cotœcot/. Vậy điểm 7ƒ thuộc 
đường tròn tâm @ bán kính Kcotđ.cotØ 
trong mặt phẳng chứa đáy hình nón. 
Vì S§ƒ quay quanh § và dựa vào đường tròn 
tâm Ó, bán kính ®cotZ.cot/ trong mặt 
phẳng chứa đáy hình nón đã cho nên Sĩ 
thuộc một hình nón cố định với đường cao 
SO, đường tròn đáy của hình nón si là 
đường tròn nêu trên. 
(h.94) Xét mặt phẳng qua trục hình nón cắt 
hình nón và hình trụ nội tiếp hình nón, ta 
được tam giác cân S4B và hình chữ nhật 
MNN)IM nội tiếp SAB. Ở đó AB = 2z, SH = 3r, 
MN bàng đường kính của đáy hình trụ, 
NN; bằng chiều cao của hình trụ. 
Kí hiệu r¡ là bán kính đáy hình trụ, ¡ là chiều 
cao hình trụ, ta có <zr¡<zr,0<¡< h và 
SH _ SH-h _3r—hị 
rẻ SH SH 3 
1) Thể tích hình trụ là 


1ñ 


3 
V= 3i (r ~ rị) = 2 


TA... km 2n). 


Từ đó, V đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi r¡ = — 


2) Diện tích xung quanh của hình trụ là 


$=2nrị.hị = 3.2rr — rị) = 6ri(r — rị). 


Từ đó Š đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi r¡ = 


tập trắc nghiệm | 

1. (B), 2.1 )s 3.(D), 4. (D), 
7.(C), 8. (D), 9.(C), 10. (B), 
13. (B), 14.(D), 1§5.(B), 16. (A), 
19. (B), 20.(D), 21.(B), 22.(A), 
25.(D), 26.(A), 27.(B), 28.(A), 


HỆ 
2 


S.(D), 


11.(A). 
17.(D), 
23.(B), 
29.(A), 


G¬ 


B 
Hình 93b 


Hình 94 


, từ đó hị = 3Œ — rị). Khi đó 


6. (A), 

12. (C), 
18. (CC), 
24. (C), 
30. (A). 
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PHƯƠNG PHÁP T0Ạ ĐỘ 
TRŨNG KHÔNG GIAN 


A - CÁC KIẾN THỨC Cữ BẢN VÀ ĐỀ BÀI 


$1. Hệ toạ độ trong không gian 


|— CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Hệ toạ độ trong không gian 
Hệ gồm ba trục Óx, Óy, Óz đôi một vuông góc được gọi là hệ trục toạ độ 
vuông góc trong không gian. 


Nếu ta lấy ba vectơ đơn vị ¿, j,& lần lượt nằm trên Óx, Óy, Óz thì : 


2. Toạ độ của vectơ và của điểm 

i= (x;y;z) © l = xỈ + y + zE 

M=(x;y;z) c OM = xỈ + yỷ + zŸ. 

Nếu A = (xx ; VA ; Z4), B = (1g ; yp; Zg) thì AB = (Xp — XA ; Yg — YA ï Zg — ZA)- 
3. Vectơ bằng nhau. Toạ độ của vectơ tổng, vectơ hiệu 
Cho P (XI; y4;Z1), Ÿ (¿; ys; z2). Khi đó 

 =V Œ€ XỊ =X;¿, ÿị =}ạ, 7| =7. 

 ÐV =(Xị t2; +Y2;74 372). 

kử = (kxị ; ky ; kz¡),k 6TR 


mi + nỶ = (mXI + HX¿ ; my + nya; mZi + nz2), m,n e TR. 
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4. Hai vectơ cùng phương 
Hai vectơ Z(x¡;y¡;z¡) và #(x;:y;:za ) cùng phương (# # Ủ) 


©dkce lR :V=#*/, tức là 


*2 = k 

Ä12 _ }2 _ Z2 
y; =lọi hay 2= S2 =2 
" + 3Ị I 
Z2 = KZi 


5. Tích vô hướng của hai vectơ 
Cho hai vectơ # (xXị ; Vị ; z¡), V(X¿; y2 ; z2). Khi đó : 


1.V = |ữ|.ÌV|.cos(,Ÿ) = xịx; + yIya + Z1Z2 


= \3X{.+ ÿƒ +Z{ 
= [Ai = \(xpg— #2) s# (yg — Mu)” +(Zp — “13w 


XịiX2 + +ZZ ới ö ¬ 
IX2 T YIY2 122 với #0, ÿ #Ö 
"vụ +yi +7 N +? +72 


H j. V ©x¡x¿ + yIys + Z¡Za = Ö. 


cos(,v 


6. Tích có hướng của hai vectơ 


Trong không gian Oxyz cho hai vectơ #(X\ ; yị ; Z4), V2 ; y2; Z2). Tích 


có hướng của hai vectơ z và #, kí hiệu là [#,v], được xác định bởi 


[z,z] = |!" | 2| MỊ|. 
¡¿,v] = : : : 
22 22|⁄42 432| 4s 32 
Tính chất : | 
,y] L, [úy] L ở 
|[z.7]| = lnl.Iy|sin (ø,v) 
ï, ÿ cùng phương © M,V y]=0 


_ 


lử 
, V, w đồng phẳng <> [#,vV|.w = 0. 
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7. Các ứng dụng của tích có hướng — * 

Diện tích tam giác : S;pc = 2lLAs.ac | 

Thể tích khối _ 37... [2.5 ].Aai 
Thể tích tứ điện : V„pcp =c |LAB, AC ].AD], 


§. Mặt cầu 
Mặt cầu tâm /{z ; b; c), bán kính ® có phương trình 
(x— đ)“ +(y— b)ˆ + (z ~ c)ˆ = RẺ. 
Ngược lại, phương trình | 
x Ö+y“+z?+ 2ax + 2by + 2cz+d=0 N) 
là phương trình của một mặt cầu nếu có điều kiện ad +b+c>d, 
Khi đó J(—-a ; —b ; ~c) là tâm của mặt cầu và ® = \Na? +bˆ+c”— đ là bán 


kính của mặt cầu. 

Nếu 4” + bˆ+c ®=d, phương trình (*) xác định một điểm duy nhất 
ta ; —Ö ÿ —C). 

Nếu ad +b °+c?< đ, không có điểm nào thoả mãn phương trình (*)... 


1= 


Chú ý. Tróng cuốn sách này, khi nói đến các vectơ ¡,/,k mà không nói gì 


thêm, ta hiểu đó lần lượt là các vectơ đơn vị trên các trục ÓØx, Óy, Óz trong 
hệ trục toạ độ Óxyz. 


II— ĐỀ BÀI 


1. 


Cho ba vectơ (1 ; 2 ; 3), (2 ; 2 ; -l), #(4; 0; —-4). Tìm toạ độ của 
vectơ X, biết : 


a)X=W—V; 
b) X =ú=t42W° 


Cử 


lÍ 

`) œ& 
¬i 

+ 

+> 

<1 

| 
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eỒ)2Y -3ữ= wW; 
g)27 + —w +3 =0; 


2. Cho # =(3; 2; —5). Trong các vectơ sau đây, vectơ nào cùng phương với # ? 


`... j ¬.... 
ä =(~6 ; ~4; 10), 5= (2:3: SN 
ể =(6;4; 10), ả=(1;-4;2). 


3. Cho vectơ w có điểm đầu là (1 ; —1 ; 3) và điểm cuối là (-2 ; 3 ; 5). 
Trong các vectơ sau đây, vectơ nào cùng phương với ¡9 
ẩ = -6i + 8j + 4k, b=4j+2k,_ ¿=i-4j+2k. 
4. a) Cho # = (3; —5 ; 6), biết toạ độ điểm đầu của z là (0 ; 6 ; 2). Tìm toạ 
độ điểm cuối của #. 
-b) Cho ÿŸ =(1; 1; 1), biết toạ độ điểm cuối của # là (2; 1 ; 4). Tìm toạ 
độ điểm đầu của ở. 


5... Bộ ba điểm A, Ö, C nào sau đây thẳng hàng ? 


a)A=(1;3; Ù), B=(@;1;2), C=(0;0;1); 
b)A=(1;1; D), B=(-4;3; 1), C=(-9;5; I); 
GÌ SỔ Là g2 TS) A _ B=(;4;4), C=(2;2;]); 
đ)A=(1;-—I1; 5), B=(0;-1; 6),  =G3;=1;5); 
e)A=(1;2;4), B=[(2;5:01: C=(0;1;5). 


6. a) Cho ba điểm A(2; 5; 3), B(3 ; 7; 4), C(x; y; 6). 
Tìm x, y để A, B, C thẳng hàng. 
b) Cho hai điểm A(-1 ; 6 ; 6), B (3 ; ~6 ; —2). 
Tìm điểm M thuộc mp(Oxy) sao cho MA + MB nhỏ nhất. 


7. Chứng minh bốn điểm A(I1 ; —1 ; 1), ð(1; 3; 1),C(4;3; 1),D(4;-—I1; 1) 
là các đỉnh của một hình chữ nhật. 


Tính độ dài các đường chéo, xác định toạ độ của tâm hình chữ nhật đó. 


Tính côsin của góc giữa hai vectơ AC và BD. 
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19. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a) Cho hình hộp ABCD.ABCT' biết ÁAG@\ : yị ; Z¡), CÓ ; 343 ; Z3), 
Bx;¿;y;;Z¿), (x4; y4;z4). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

b) Cho hình hộp ABCD.A'BC'. Biết A(1 ; 0; 1), B2; 1; 2), D( ;:—1; 1), 
C4 ; 5 ; =5). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. - 


Tính tích có hướng |,v], biết 


a)w =(1;2;-3),V =(-4;1;2); 
_b)# =3i+2j—k, Ý =-Ï-3j+E; 
c) =(0;1;-2), y =(3;0;-4); 


đ) Ú = 4+ k, ÿ = 2i— j ; 

Tính [,]. ø biết 

;1;-3);w=(1?-2;2); 
tiết ti m2 =9, tt 


Chứng tỏ bốn điểm sau đây là bốn đỉnh của một hình bình hành và tính 
diện tích của hình bình hành đó : (1 ; I; 1),(2; 3; 4), (6; 5; “)y (5 Ý 0} 
Chứng tỏ tám điểm sau đây là tám đỉnh của một hình hộp và tính thể tích 
của hình hộp đó : (0 ; 0; 0), (3 ; 0; 0), (0; 5; I),(3;5; 1),(2;0;5),(5;0; 5), 
(2;5;6), (5; 5: 6). 


a) Tìm trên trục Óy điểm cách đều hai điểm A(2 ; 1 ; 0), 8(—2 ; 4; 1). 
b) Tìm trên mặt phẳng (Oxz) điểm cách đêu ba điểm 
A(;1;1),B5C1;1;0),CG¿1:-=]). 


Cho hai điểm A(2 ; —l1 ; 7), B(4 ; 5 ; -2). Đường thăng AB cắt mp(Øyz) tại 
điểm M. Điểm ẢM chia đoạn thẳng AZ theo tỉ số nào ? Tìm toạ độ điểm M. 


Xét sự đồng phẳng của ba vectơ ¡, Ÿ, # trong mỗi trường hợp sau : 
a) #(1;—1;1),ÿ(0;1;2), (4;2;3); 

b) ¿(4;3;4),vŸ(2;—1;2),8(;2;1); - 

c) l = 4i+2j+ 5k, ÿ = 32+ j+3È, ® = 2+ É : 

đ) #(-3;1;-2),v(1;1; l), Ø(-2;2; D; 
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16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


1185 


a) Cho #(2;~—1; 1), YỚŒn; 3; —1), #®(1;2; 1). 

Tìm mm để ba vectơ đồng phẳng. | 

b) Cho (1; 2; 3), Ÿ(2; 1; mm, ®(2;m; 1). 

Tìm m để ba vectơ trên không đồng phẳng. 

c) Cho (1 ; 1; 2), ÿ(—1 ; 3; 1). Tìm vectơ đơn vị đồng phẳng với ử, ÿ 
và tạo VỚI 1 góc 45”. 

Cho ba vectơ (3 ; 7; 0), ÿ(2; 3; 1), (3; -2; 4). 

a) Chứng minh #, ở, # không đồng phẳng. 

b) Biểu thị vectơ đ(—4 ; —12 ; 3) theo ba vectơ ï „ Y,. 

Trong không gian cho ba tia Óx, Óy, Óz. Chứng minh rằng nếu tia OÓx 
vuông góc với tia phân giác của góc yOz thì xOy + xỞz = 1800, 


a) Cho hai vectơ đ(1 ; z ; —1) và b(2; 1; 3). Tìm m để ä L 7. 


¬ 


b) Cho hai vectơ đ(1 ; loga5 ; m) và b (3 ; logs3 ; 4). Tìm zm để Z L B. 


¬ 


c) Cho hai vectơ đ (2; Y5: 1) và b(sin5: ; €OS3/ ; sin3/). Tìm / để đ L b. 


¬ 


d) Cho vectơ ả@242 ;—1;4). Tìm vectơ Ð cùng phương với đ, biết rằng 
lb| = 10. 

e) Cho đ =(2; —1 ;0). Tìm vectơ b cùng phương với ở, biết rằng đ.b =10. 

a) Tìm vectơ đơn vị vuông góc với trục Óx và vuông góc với vectơ đ (3 ; 6 ; 8). 
b) Cho vectơ đ(1 ; -2 ; 3). Tìm toạ độ TU b cùng phương VỚI Vectơ đ 


= v14. 


c) Vectơ # có độ dài bằng 2, tạo với vectơ đ(1 ; 1; 1) góc 30”, tạo với 


biết Ðb tạo với trục Óy một góc nhọn và 


vectơ Ð(1 ; 1 ; 0) góc 45”. Tìm toạ độ của vectơ ở. 
d) Vectơ vuông góc với hai vectơ đ(1 ; 1; 1) và b(1;—lI; 3), ứ tạo với 
trục Óz một góc tù và || = 3. Tìm toạ độ của vectơ ?. 


Trong không gian @xyz cho bốn điểm A(I ; I ; 0), Ö8(0 3z... 
CÍI17Đ;2) (121? T).°” 


a) Chứng minh bốn điểm đó không đồng phẳng. Tính thể tích tứ diện ABCD. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15, 


a) Cho hình hộp ABCD.ABCTP' biết AQ@t ;¡ Vị ; Z4), CC ; Và ; Z3), 
B(x;; y2; Z2). DQx ;4:Z4). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

b) Cho hình hộp ABCD.A'BCD'. Biết A(I ; 0; 1), 82; 1; 2), D( ;—1; 1), 
C4 ; 5 ; =5). Tìm toạ độ các đỉnh còn lại. 

Tính tích có hướng [,ÿ], biết 

8) =(1;2;-3),vV=(4;1;2); 

b) ÿ =3i+2/—k,ÿ =-—3j+E; 

c) =(0;1;-2),,v =;0;-4); 


d) ø = 4Ï+É, ÿ = 2Ï— j ; 


a) # =(0;3;2); V =(C4;1;-3); # =(1;-2;2); 
b)  = 4i+ j—3k ;V= j+5k;¡Ø =2-3/+E; 
c)=+j¡W= k 


Chứng tỏ bốn điểm sau đây là bốn đỉnh của một hình bình hành và tính 
diện tích của hình bình hành đó : (1 ; 1; 1),(2; 3;4),(6;5;2),(Œ7: tị Si): 
Chứng tỏ tám điểm sau đây là tám đỉnh của một hình hộp và tính thể tích 
của hình hộp đó : (0; 0; 0), 3 ; 0; 0), (0; 5; I),(3; 5; 1),(2;0;5),(;0; 5), 
20.0) 910); 


a) Tìm trên trục ÓØy điểm cách đều hai điểm A(3; 1; 0), B(-2; 4; 1). 
b) Tìm trên mặt phẳng (ÓOxz) điểm cách đều ba điểm 
A(;1;1),B(CI;1;0),C ; 1; —]). 


Cho hai điểm A(2 ; —1 ; 7), B(4 ; 5 ; -2). Đường thắng 4B cắt mp(Øy?) tại 
điểm Mí. Điểm ÄM chia đoạn thẳng AB theo tỉ số nào ? Tìm toạ độ điểm MM. 


Xét sự đồng phẳng của ba vectơ #, ở, # trong mỗi trường hợp sau : 
a)(1;—1; 1), v(0;1;2), 9(4;2;3); 

b) 4;3;4),v(2;—1;2),w(1;2; l); 

c) # = 4i+2j+5k, ÿ = 3+ j+3k, ® = 2+ K; 

đ) (=3; 1;-~2), v(1;1; 1), w(2;2; 1); 
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16. 


17. 


a) Cho (2; —1; l), Ÿứn; 3; —1), w(1;2; 1). 

Tìm m để ba vectơ đồng phẳng. | 

b) Cho z(1;2; 3), ÿ(2;1 ;?"), (2; m, l). 

Tìm m để ba vectơ trên không đồng phẳng. 

©) Cho (1 ; l; 2), ÿ(—1; 3; 1). Tìm vectơ đơn vị đồng phẳng với ÿ, ÿ 
và tạo với góc 45°, _ 

Cho ba vectơ (3 ; 7; 0), y(2;3; 1), w#(3; =2; 4). 

a) Chứng minh #, ở, ï không đồng phẳng. 


b) Biểu thị vectơ đ(~—4 ; —12 : 3) theo ba vectơ , V,w. 


18. Trong không gian cho ba tia Óx, OØy, Óz. Chứng minh rằng nếu tia Óx 


19. 


20. 


21. 
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vuông góc với tia phân giác của góc yÓz thì xÓOy + xÓz = 1809, 

a) Cho hai vectơ đ(1 ;zn ; ~1) và 5 (2; 1; 3). Tìm m để đ 1ÿ 

b) Cho hai vectơ đ(I ; loBga5 ; m) và b@; logs3 ; 4). Tìm z để đ L b. 
c) Cho hai vectơ đ (2;^x/3; l) và b (sin5r ; cOS3/ ; sin3/). Tìm / để đ L ?. 

d) Cho vectơ đ@242: :—1;4). Tìm vectơ b cùng phương với đ, biết rằng 
lbÌ = 10. 

e) Cho đ =(2; —1 ; 0). Tìm vectơ b cùng phương với đ, biết rằng đ.b =10. 

a) Tìm vectơ đơn vị vuông góc với trục Óx và vuông góc với vectơ ở (3 ; 6 ; 8). 


b) Cho vectơ đ(1 ; -2 ; 3). Tìm toa độ vectơ b cùng phương VỚI VectƠơ đ 


biết b tạo với trục Óy một góc nhọn và || = M14. 


c) Vectơ có độ dài bằng 2, tạo với vectơ đ(1 ; l; 1) góc 307, tạO VỚI 
vectơ ? (1 ; I ; 0) góc 45”. Tìm toạ độ của vectơ Z. | 

d) Vectơ # vuông góc với hai vectơ đ(1; 1; l) và b(1;—1;3), tạO VỚI 
trục Óz một góc tù và || = 3. Tìm toạ độ của vectơ 7. 


Trong không gian Øxyz cho bốn điểm A(I1 ; 1; 0), B(O ; 2 ; 1), 
Cq;0;2),D(1; 1; 1). _ 


a) Chứng minh bốn điểm đó không đồng phẳng. Tính thể tích tứ điện ABCD. 
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V2 


23. 


24. 


TÔI 


c) Tính diện tích các mặt của tứ diện ABC?D. 


đ) Tính độ dài các đường cao của tứ diện ABCD. 


_e) Tính góc giữa hai đường thẳng AB và CD. 


ø) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 


Trong không gian Oxyz cho ba điểm A(1 ; 0; 0), (0 ; 0; l) và 


C(2: 1; Ì}. 

a) Chứng minh A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 

b) Tính chu vi, điện tích tam giác ABC. 

c) Tìm toạ độ điểm D để ABCD là hình bình hành. 

d) Tính độ dài đường cao h¿ của tam giác ABC kẻ từ A. 

e) Tính các góc của tam giác ABC. 

ø) Xác định toạ độ trực tâm tam giác ABC. 

h) Xác định toạ độ tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Trong không gian 2xyz cho tam giác ABC có 
A=(1;2;-1,B=(2;—1:3),C=(-4;7; 5). 

ä) Tính độ dài đường cao h¿ của tam giác kẻ từ đỉnh A. 

b) Tính độ dài đường phân giác trong của tam giác kẻ từ đỉnh ð. 


Chứng minh các tính chất sau đây của tích có hướng : 


g) [z.Z |ƒ = la.BŸ - (a5. 


_b) Tìm toạ độ trọng tâm của tam giác ABC, trọng tâm của tứ diện ABC?D. 


Cho tứ diện ABCD có A(2; 1; <ñ, B(3 ;0; 1), CC ; —I1 ; 3) và Ð thuộc 


trục Óy. Biết V.pcp = 5. Tìm toạ độ đỉnh 2Ð. 
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26. Cho bốn điểm A(2 ; —I ; 6), 8(-3 ; —1 ; -4), C(5 ; —1 ; ;0), Đ(1 ; 2; 1). 


a) Chứng minh AÖC là tam giác vuông. Tính bán kính đường tròn nội tiếp 
của tam giác. 


b) Tính thể tích tứ diện ABCD. 
c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 


27. Cho hình lập phương ABCD.A'BC'D' cạnh a. 


a) Chứng minh A'C L (AB'D)'). 

b) Gọi ấ là trung điểm của 4D, W là trung điểm của BB'. Chứng minh A'C L MN. 
c) Tính côsin của góc giữa hai vectơ MN và AC'. 

d) Tính Vy. 


28. Cho tứ diện SAðC có S§C = CA = AB =a42, SC L (ABC), tam giác ABC 


vuông tại A. Các điểm M e SA, N e BC sao cho AM =CN =r (0<r< 2a). 
a) Tính độ dài đoạn M⁄N. Tìm giá trị để 4N ngắn nhất. 


b) Khi đoạn MN ngắn nhất, chứng minh MN là đường vuông góc chung 
của 8C và SA. | 


29. Viết phương trình mặt cầu : 


30. 
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a) Có tâm f1; 0; —1), đường kính Bằnnt 8. 
b) Có đường kính Að với A =(—1;2; 1),8= (0;2; 3). 


c) Có tâm Ó(0 ; 0; 0) và tiếp xúc với mặt cầu (S) có tâm (3; -2; 4), bán 
kính bằng 1. 


đ) Có tâm /(3 ; -2 ; 4) và đi qua A(7 ; 2; 1). 

e) Có tâm Ï(2 ; —1 ; 3) và tiếp xúc với mp(Oxy). 

gø) Có tâm /(2 ; —l ; 3) và tiếp xúc với mp(Ó+z). 

h) Có tâm /(2 ; —l ; 3) và tiếp xúc với mp(Óyz). 

Trong các phương trình sau đây, phương trình nào là phương trình của một 
mặt cầu ? Nếu là phương trình mặt cầu, hãy tìm tâm và tính bán kính của nó. 
a)x +y +z7—2x-6y—8z+1=0; 

b)x + y“+z?+ 10x+4y+2z+30=0; 


". . .- 
C)x +y +z-y=\Q0; 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


31. 


32. 


343. 


34. 


d) 2x” + 2y” + 2z” — 2x— 3y +5z~2=0; 
e)x2+yˆ+z7~ 3x+4y— 8z +25 =0. 

a) Viết phương trình mặt cầu đi qua A(1 ; 2 ; -4), 8(1 ; -3; 1), C(2;2; 3) 
và có tâm nằm trên mp(Oxy). 

b) Viết phương trình mặt cầu đi qua hai điểm A@;—1; 2), ð(1; I; -2) và 
có tâm thuộc trục Ôz. " 


c) M phương trình mặt cầu đi qua bốn điểm A(I1 ; 1; 1), (1 ; 2; 1), 
CÚI Lj 2),J2(; 2:1). 


Cho sáu điểm A(a;0;0),B(0;b;0),C(;0;c),A(z;0; 0), 2(0,Pb,0), 
Œ*(0;0,c) với aa'  = bb'=cc #0;aza,bzb.,c#c. 
a) Chứng minh có một mặt cầu đi qua sáu điểm nói trên. 
b) Chứng minh đường thẳng đi qua gốc toạ độ Ó và trọng tâm tam giác 
ABC vuông góc với mặt phẳng (A'B'C). 
a) Tìm tập hợp tâm các mặt cầu đi qua điểm A(a ; b; c) cho trước và có 
bán kính # không đổi. 
b) Cho bốn điểm A(2 ; 0; 0), 8(0; 4; 0), C(O0;0; 6), DÓ; 4; 6). Tìm tập 
hợp các điểm M trong không gian sao cho 

MA + MB + MC + MDÌ= 
c) Cho ba điểm A(2 ; 0;0), (0; 6; 0), C(0 ; 0, c). Tìm tập hợp các điểm 
M trong không gian sao cho MA“ + MB” + MC? = MO” (O là gốc toạ độ). 
a) Cho phương trình X”+ ví +77 ám + 14y'# 2mz + mˆ + 4m = 0. 


Xác định m để nó là phương trình của một mặt cầu. Khi đó, tìm m để bán 
kính mặt cầu là nhỏ nhất. 
b) Cho phương trình : 


JA...- . 
x+y +z + 2xcosơ — 2ysinø — 4z — (4 + sin“ø) = 0. 


Xác định ø để phương trình trên là phương trình của một mặt cầu. A đó, 
tìm ø để bán kính mặt cầu là nhỏ nhất, lớn nhất. 
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§2. Phương trình mặt phẳng | 


¡—~ CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN: 


E22) 


1. Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 

* Vectơ ï #0 được gọi là vectơ pháp tuyến của mp(2) nếu giá của .7 
vuông góc với (ø), viết tắt là 7 L (ø). 

* Nếu hai vectơ #(x\ ; yị ; Z¡), V(%¿ ; y; ; Z¿) không cùng phương và giá 
của chúng song song với một mp(2) (hoặc nằm trên (øZ)) thì vectơ 


ñ =[#,ÿ] = 


2. Mặt phẳng đi qua điểm ẤM, ; y, ; Zo) VỚI VeCfƠ pháp tuyến #(A ; 8; C) 
có phương trình tổng quát là _ 


AŒ~ xe) + BÚ - yạ) + CŒ — z¿) = 0 
3. Mỗi mặt phẳng đều có phương trình tổng quát dạng 
“10051120165 0 ' (1) 
với A? + Bˆ + C7 +0. | 


Ngược lại, mỗi phương trình có dạng trên đều là phương trình của một 
mặt phẳng. 


J‹ 2i |1 XI 


32 Z2 


HH  ỞJ 


bị 
22  +42| |42 


là một vectơ pháp tuyến của mp(2). 


Nếu mp(2) có phương trình (1) thì vectơ (A ; B ; C) là vectơ pháp tuyến 
của mp(2)). 


-4, Các trường hợp đặc biệt 


Xét mặt phẳng (ø) có phương trình Áx + By + Cz + D =0. Khi đó 
®  D=0< (2ø) đi qua gốc toạ độ. 
®e C=0,DzO<© (2) song song với trục Óz. 
C=D=0< (2ø) chứa trục Óz. 
se.  B=C=0,Dz0<€ (2ø) song song với mp(Óyz). 
B=C =D =D< (ø) chính là mp(OÓyz). 
(Các trường hợp khác suy ra tương tự). _ 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


§. Vị trí tương đối giữa hai mặt phẳng 
.Cho hai mặt phẳng (ø) : Ax + By + Cz +D =0 và (đ): Ax + By + C2 + D' =0, 
AB _C_-D: | 


ma... 
B C D 
(œ)/J (œ) œ 2 Am. Ccẽp 


(œ) cắt(z)© A:B:CzA':B':C' 
(Đặc biệt, (2) L (2) © AA' + BB' + CC' =0) 

6. Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn. 

Mặt phẳng (ø) không đi qua gốc O, cắt trục Óx tại điểm (z ; 0 ; 0), cắt trục 
Óy tại điểm (0; b ; 0), cắt trục Óz tại điểm (0 ; 0; c) có phương trình : 


m . = 1, aböc #0. 
a b 


Phương trình này gọi là phương trình theo đoạn chắn của mặt phẳng (Øì. 
7. Góc giữa hai mặt phẳng 
Cho hai mặt phẳng (2) : Ax + By + Cz+D=0 
và (Z):Ax+By+Cz+D=0. 

Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng (Ø) và (2'), ta có : 

|AA' + BB' + CC]| 
§. Khoảng cách từ một điểm tới một mặt phẳng 
Cho mp(2) : Ax + By + Cz + D = 0 và điểm M„ạ ; yọ ; z¿), khi đó 
|Ax¿ + By¿ + Cz„ + DỊ 


\A?+P?+C? 


COSØ = 


đŒM,, (Ø)) = 
II - ĐỀ BÀI 
35. Cho điểm /M, (xạ:y„:z¿) với x¿y¿z¿ # 0. Trong mỗi trường hợp sau, viết 
phương trình mặt phẳng : _ 
a) Đi qua điểm ẢM„ và song song với một trong các mặt phẳng toạ độ : 


(Oxy), (Óyz), (Óxz2). 
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b) Đi qua các hình chiếu của điểm M, trên các trục toạ độ Óx, Óy, Ôz. 


c) Đi qua điểm M, và lần lượt chứa các trục toạ độ Óx, Óy, Óz. 


36. Trong mỗi trường hợp sau, viết phương trình mặt phẳng :_. 


KỆ 


38. 


39. 
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a) Đi qua ba điểm A(-—I ; 2; 3), 8(2; -4; 3), C4; 5 ; 6). 

b) Đi qua điểm M,(I ; 3 ; -2) và vuông góc với trục Óy. 

c) Đi qua điểm Ä⁄„(1 ; 3 ; -2) và vuông góc với đường thẳng BC với 

B=(0;2;-~3),C =(1;~4; 1). 

d) Đi qua điểm ẤM,(I ; 3 ; ~2) và song song với mặt phẳng 

3 2x—y+3z+4=0, 

e) Đi qua hai điểm A(3 ; 1; — 1), 8(2 ; —1 ; 4) và vuông góc với mặt phẳng 
2x-y+3z+4=0. 

ø) Đi qua điểm Ä⁄„(2 ; -1 ; 2), song song với trục Óy và VuðiP góc với mặt 

phẳng 2x — y + 3z + 4= 0. 

h) Đi qua điểm Mạ(—2 ; 3 ; 1) và vuông góc với hai mặt phẳng 

(2): 2x+y+ 2z +5=0 và (2):3x+2y+z—3=0. 


a) Bốn điểm A(-I1 ; 2 ; 3), B(2 ; -4 ; 3),C(4; 5; 6), D( ; 2; 1) có thuộc 
cùng một mặt phẳng không ? 


b) Tìm ø để bốn điểm A(1 ; 2 ; 1), 82; a; 0), C(4 ; -2 ; 5), D(6 ; 6; 6) 

thuộc cùng một mặt phẳng. 

c) Cho ba điểm A(1 ; I ; 1), 8 ; -1 ; 1), C(—1 ;0; 2). Điểm C có thuộc 

mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng AB không ? '_ 

Cho hai điểm A(0 ; 0 ; -3), 8(2 ; 0 ; -1) và mặt phẳng 
(P):3x—8y+7z—1=0. 

a) Tìm toạ độ giao điểm 7 của đường thẳng AB với mặt phẳng (P). 

b) Tìm toạ độ điểm Œ nằm trên mp(P) sao cho ABC là tam giác đều. 

Viết phương trình mặt phẳng đi qua điểm M,(1 ; 2 ; 4), cắt các trục toạ độ 

Ox, Óy, Óz lần lượt tại các điểm A, B, C sao cho ÓA = ØB = ÓC z0. 
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40. Viết phương trình mặt phẳng đi qua điểm M,(I1 ; 1 ; 1), cất các tia Óx, Óy, 
Óz tại A, B, C sao cho thể tích của tứ điện OABC có giá trị nhỏ nhất. 

41. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp mặt phẳng cho bởi các phương trình sau : 
ax—y+2z-4=0_ và 10x- 10y+20z—-40=0; 
b)3x—-2y—-3z+5=0 và 9x-6y—-9z—5=0; 
€)x+y+z_—-l1=0 và  2x+2y-2z+3=0; 
d)x-2y+z+3=0 và 2x-y+4z-2=0; ' 
©€)x+2y-z+5=0 và 2x+3y—-.7z—-4=Q0. 

42. a) Tìm ø để hai mặt phẳng 


| ¬ 
x— 47~Z +5 =0 và xsinz + ycosz + zsin  ø + 2 = 0 


vuông góc với nhau. 
b) Tìm ø để vectơ #(sinz ; 0 ; sinz cos22) có giá song song hoặc nằm 
trên mặt phẳng (P) : x + y + 2z + 6 = 0. 
c) Cho hai mặt phẳng có phương trình : 
2x — my + 3z ~ 6 + m = Ö và (m + 3)x — 2y + (Sm + 1)z — 10=0. 

Với giá trị nào của z thì hai mặt L phẳng đó : 
— Song song với nhau ; 
— Trùng nhau ; 
— Cất nhau ; 
— Vuông góc với nhau ? 

43. Viết phương trình mặt phẳng trong mỗi trường hợp sau : 
a) ĐI qua điểm „(2 ; l ; —1) và qua giao tuyến của hai mặt phẳng 

x“y+z—4=0 và 3x-y+z—-1=0, 

b) Qua giao tuyến của hai mặt phẳng y + 2z — 4 = 0 và x + yi -z+3= 0, 
đồng thời song song với mặt phẳng x + y + z - 2 =0. 
c) Qua giao tuyến của hai mặt phẳng 3x - y + z - 2 = 0 và x + 4y — 5 =0, 
đồng thời vuông góc với mặt phẳng 2x - z + 7 =0. _ 

44. Xác định các giá trị k và m để ba mặt phẳng sau đây cùng đi qua một 
đường thẳng : 

5x + ky + 4z +m=0 
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3x—7y+z—3=0 
x—=9y—2z+5=0. 
45. Cho ba mặt phẳng (P) : x + y+z—6=0 
(Ó): mx—2y+z+m—1=0ˆ 
(Ñ) : mx + (m — ])y — z + 2m = 0. 
Xác định giá trị m để ba mặt phẳng đó đôi một vuông BỌC với nhau, tìm 
giao điểm chung của cả ba mặt benh  Ã 
46. a) Cho mặt cầu có phương trình x +? tố 0+ 2y + 4z + 5 =0 và điểm 
Mu(4 ; 3 ; 0). Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại 
điểm M,. | 
b) Viết phương trình mặt cầu có tâm /(—2 ; Ì ; I) và tiếp xúc với mặt phẳng 
(œ) có phương trình x + 2y - 2z + 5 =0. 
c) Cho bốn điểm AQ ; —-2 ; -2), B@ ; 2; 0), C(0;2; 1) và D(—1; 1; 2). 
Viết phương trình mặt cầu tâm A, tiếp xúc với mặt phẳng (BCD). 
d) Viết phương trình mặt cầu đi qua ba điểm A(I ; 0; 0), B(0; 1; 0), 
C(0 ; 0; 1) và có tâm ï nằm trên mặt phẳng x + y + z — 3 = 0. | 
47. a) Viết phương trình mp(P) chứa trục Óz và tạo với mp(2) có phương trình 
2x+y— X5z=0 một góc 60°.. : 
b) Viết phương trình mp() đi qua A(3 ; 0; k& C(0 ; 0; 1) và tạo với 
mp(Øxy) góc 60Ÿ. 
48. a) Tìm trên Oy điểm cách đều hai mặt phẳng 
(2z):x+y_-z+1=0 và. (2):x-y+z—5=0. 
b) Cho ba điểm A(z ; 0; ), “. ni 0), C(0; 0; c) với a, b, c là những số 
dương thay đổi sao cho a°+b ˆ+c?=3. | 
Xác định a, b, c để khoảng cách từ Ó tới mp(AĐC) lớn nhất. | 
49. Cho hình hộp chữ nhật ABCD.ABCTD' có A(0 ;0; 0), Ba ; 0; 0), 
D(;a; 0), A(0, 0, b) với a, b là những số dương và Ä⁄ là trung điểm 
của CŒ'. _ 
a) Tính thể tích tứ diện BDA'M. 


b) Tìm tỉ số h để mp(A'BD) vuông góc với mp(MBD). 
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50. Cho hai mặt phẳng song song có phương trình 
Ax + By+Cz+D=0 và Ax+ By+Cz+E=0. 
a) Tìm khoảng cách giữa hai mặt phẳng đó. 
b) Viết phương trình mặt phẳng song song và cách đều hai mặt phẳng đó. 
51. Cho tứ diện ABC?D với A(3 ; 5 ; —l), B(T: 3;3),C(9;-—1;5),D(S; 3; -3). : 
Viết phương trình mặt phẳng cách đều bốn đỉnh của tứ diện đó. 
52. Trong không gian Óxyz cho hai điểm M;(Œx\ ; yị ; Z4), Ma(x; ; y2 ; z2) không 
nằm trên mặt phẳng (ø) : Ax + By + Cz + D =0. 
Tìm điều kiện cần và đủ để 
a) Đường thẳng M;M› cắt (2) ; 
b) Đoạn thẳng MM2 cắt (2) ; 
c) Đường thẳng M2 cắt (ø) tại Ï sao cho Mì nằm giữa / và Ms ; 
d) Đường thẳng MM; cắt (2) tại ï sao cho Ä⁄; nằm giữa 7 và Mụ. 
53. Cho hình chóp tứ giác đều S .ABCD có cạnh đáy bằng z và chiều cao 


bằng ”. Gọi 7 là trung điểm của cạnh bên SC. Tính khoảng cách từ § đến 
mặt phẳng (AB). 


54. Cho khối lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh bằng 1. 
a) Tính góc tạo bởi các đường thẳng AC' và A'B. - 


b) Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh A'B, ĐC, DD.. 
Chứng minh AC' vuông góc với mặt phẳng (MNP'). 
c) Tính thể tích tứ diện AMNP. 


§3. Phương trình đường thẳng 


¡— CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN 


1. Đường thẳng đi qua điểm Ä,(x, ; y„ ; z¿) với vectơ chỉ phương ï (z; b; c) có : 


: X=*as+tứới 
+ Phương trình tham số là 4 y = yạ +bí | (ức). 
Z=Za +(cí 
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(Mỗi giá trị cho ta các giá trị tương ứng x, y, z là toạ độ của một điểm M 
thuộc đường thẳng). 


+ Phương trình chính tắc là : Ƒ — = = 
với điều kiện abc # 0. 
2. Cho hai mặt phẳng (ø) và (#') lần lượt có phương trình là : 

Ax+ By+Cz+D =0 và Ax+By+Cz+D=0: 
với điều kiện A:8:C #A':B':C'. 
Điều kiện trên chứng tỏ hai mặt phẳng đó cắt nhau. Gọi đ là đường thẳng 
giao tuyến của chúng. Đường thẳng đ gồm những điểm M(x; y;z) vừa 
thuộc mặt phẳng (#2) vừa thuộc mặt phẳng (ø#') nên toạ độ của M là nghiệm 
của hệ : 

Ax+ By+Cz+D=0 
ll + By+Cz+D =0. 


_ Khi đó, ø = |n,n | với ñ = (A; B; C), nỉ = (A'; P'; C9 là một vectơ chỉ 
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phương của đường thẳng đ. 
3. Vị trí tương đối giữa đường thẳng đ (đi qua M,, và có vectơ chỉ phương ñ) và. 


đường thẳng đ' (đi qua Mj và có vectơ chỉ phương `). 


+ đ và đ' cùng nằm trong một mặt phẳng © Frủ l M,M, =0. 


s# si sia|l lũ 


[zu' ].M„M2 = 0 
[z„'| z0 


+đ, đ chéo nhau © Li.u'].M,Mj z 0. 


+ đ và đ' cắt nhau 
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Khi giải bài tập, nếu biết phương trình của hai đường thẳng đ, đ', ta cũng 
có thể xét vị trí tương đối giữa chúng bằng cách giải hệ phương trình để 
tìm giao điểm. 


Nếu hệ phương trình có nghiệm duy nhất thì d, #' cắt nhau. 
Nếu hệ phương trình có vô số nghiệm thì đ = đ. 


Nếu hệ phương trình vô nghiệm thì đ, Z' song song hoặc chéo nhau, lúc đó 
cần xét thêm các vectơ chỉ phương của chúng (hai đường thắng chéo nhau 
khi hai vectơ đó khác phương). 


4. Góc 
+ Cho hai đường thẳng đ, đ' lần lượt có vectơ chỉ phương #(ø ;.b ; c) và 


„(a' :b';c'). Góc ø giữa hai đường thẳng đó được tính theo công thức 
b4 


H.H —— laa+bb+cel 
_ |mlm] PnR va +bˆ +c Na? Ta cân 


+ Cho đường thẳng đ có vectơ chỉ phương u (4: ;Ð; c) và mp(2) có vectơ 


= (0<ø<90)). 


pháp tuyến #(A ; B ; C). Gọi ø là góc giữa đ và (ø) thì ø được tính theo 


công thức 
— lñnĐ - |Aa+Bb+Cc|L—— 
PIP WA “4H ‡C va l/ vét 
5. Khoảng cách 


+ Khoảng cách từ điểm M; tới đường thẳng A (đi qua MQ và có vectơ chỉ 
phương #) là : 


+ Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau A (đi qua Mẹ với vectơ chỉ 


phương #) và A' (đi qua M, với vectơ chỉ phương ¡`) là : 


[zz].m] 


ãến 
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55. Viết phương trình tham số của đường thẳng đ, biết : 


„#+3 ÿ=53. 7z=l, 
Pee độn nông 

".. ........ 
Lào 21.63 


-56. Viết phương trình chính tắc của đường thẳng đ biết : 


xXx=2+2ï _ x=-l+f 
a)đ: sy=-_-l+3i b)đ: $y=2-Á4 
z=-4+3/ 7 =6 nh 2í. 


57. Viết phương trình tham số hoặc chính tắc của đường thẳng đ, biết : 
a) đ là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z):x—3y+z =0 và (z):x+y—z+4=0; 
b) đ là giao tuyến của mặt phẳng y — 2z + 3 = 0 với mặt phẳng toạ độ (Óyz). 


58. Cho hai điểm A(2 ; 4; —l1) và B(5 ; 0; 7). Viết phương trình tham số của 
đường thẳng Að, tia AB và đoạn thẳng AB. 


59. Viết phương trình đường thăng trong mỗi trường hợp sau đây : 

a) Đi qua A(2 ; 0; —1) và có vectơ chỉ phương W = —Ỉ + 3j + 5k. 
b) Đi qua A(—2 ; 1 ; 2) và song song với trục Óz. 
c) ĐI qua A(2; 3 ; —]) và B(1 ; 2; 4). 

| " x=113 2 
d) Đi qua A(4 ; 3 ; 1) và song song với đường thẳng A : 4y = -3/ 

z=3+ 2l. 

e) Đi qua A(1 ; 2 ; —1) và song song với đường thẳng giao tuyến của hai 
mặt phẳng (ø) : x+ y—z+3=0 và (z):2x- y+5z—4=0. 
ø) Đi qua A(—2 ; 1 ; 0) và vuông góc với mặt phẳng (2) : x + 2y — 2z + 1 =0. 
h) Đi qua A(2 ; —1 ; I) và vuông góc với hai đường thẳng lần lượt có vectơ 
chỉ phương là (—1 ;1 ;— 2) và „(1 ;— 2 ;0). 
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60. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng 
LẶT XS 2g 
a b C 
trên các mặt phẳng toạ độ. 
: Ix=1+2 
61. a) Viết phương trình hình chiếu của đường thẳng đ: 4 y'= -2 + 3/ 
| z=3+f 
trên mỗi mặt phẳng sau : mp(Oxy), mp(Óxz), mp(Óyz), mp(đ) : x + y +z — 7 =0. 
b) Viết phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng 
7 


x=atải 
d: |y = -2t 
Zz = =2fƒ 


trên mặt phẳng (2) : x + 2y — 2z — 2 = 0. 
62. Xét vị trí tương đối của mỗi cặp đường thẳng đ và đ' cho bởi các phương trình sau : 


Sử Na co. ạ;X-6_y†lÌ 7+2, 
L4 7 3-21 ` 
.#=Ì y-2 _z , X _ y†+ỗ6 z-đ 
L2 E7: p0 nôn nh lông 
“.. Ề.ˆ^.: ¬".- 1 ~Ă.Ắ .ẽ 
Thiết Tum ôệth Hot đi: ng =“g— TT) 
"Õ^¬......a. ¬"........ a5... 
K00 7215m1 1 mẽ Hàn: x .ẽnnẽcG 
x=0/ 
§)d: y=3i 
Zz=—3+íf, 


đ' là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
(đ) : 2x~3y~ 3z—9=0 và (z):x-2y+z+3=0. 


63. Xét vị trí tương đối giữa đường thẳng đ và mặt phẳng (ø) cho bởi các 
ga trình sau : | 
—=12  y~- -9 z—=] 


a) đ; Ễ TIM, s2 NS. (2): 3x+5Š5y—z—2=0; 


“TẠI 
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64. 


,#X†+Ì_ y-3_zZ — Ea 
b) 4: nản (2z): 3x—3y+2z—5=0; 
"........... s _ 
c)đ: mm là: 4z+l1=0; 
8 =/ý ÿ=]Ì. #8) „ — _~'. 
d)đ: CN HN. (z):3x—y+2z—-5=0; 


e) đ là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
(P):3x+5y+ 7z + 16 =0 và (Q):2x-y+z—-6=0, 

(z):5x—z—4=0. 

Trong không gian toạ độ Óxyz cho bốn đường thẳng : 


_ VÀ Sệc. JS ` (2 “..... e5. 
j6 s 2.43 -4 
.*#_ y_ Z-] | J2 ý, =1 
Mộ” ị 4 — đ4I TT E2ET 


65. 


66. 


152 


a) Chứng minh hai đường thẳng đ¡ và đ› cùng nằm trên một mặt phẳng. 
Viết phương trình tổng quát của mặt phẳng đó. 


b) Chứng minh rằng tồn tại một đường thẳng đ cắt cả bốn đường thẳng đã 
cho. Hãy viết phương trình chính tắc của đường thẳng đ. 


a) Tìm tập hợp các điểm cách đều ba điểm A(I ; I; l), 8(—1 ; 2; 0), 
C(2;— 3; 2). 


b) Tìm quỹ tích các điểm Mí cách đều hai trục toạ độ Óx, Óy và điểm 
A(I;1; 0). 


Trong không gian toạ độ Óxyz cho hai đường thắng A và A', trong đó A là 
giao tuyến của hai mặt phẳng : 


(z):2x+y+1I=0 và  ():x—-y+z-l=Q0, 
A' là giao tuyến của hai mặt phẳng : 

(z):3x+y—z+3=0 và  ():2x—y+1=Q0. 
a) Chứng minh A và A' cắt nhau. | 


b) Viết phương trình chính tắc của các đường phân giác của các góc tạo 
bởi A và A'. | 
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67. 


68. 


Tính khoảng cách từ điểm ẢM, tới đường thẳng đ trong mỗi trường hợp sau : 


cT ".."..= ... 


j”-7' g0." 


a) Mu(2; 3: l), 


b) M(2 ; 3 ; —1), đ là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z):x+y—2z—L1=0 và (z'):x+3y+2z+2=0; 


c)M,(I:2; Ú), d:iộ=*——= . 


` "ha... 
đ) M¿(l:0; 0), in 7n 


Cho đường thẳng đ đi qua điểm 4⁄(0;0; 1), có vectơ chỉ phương ((; l; 3) 
và mặt phẳng (2) có phương trình 2x+y—z+5 =0. Chứng minh đ song 
song với (z2). Tính khoảng cách giữa dđ và (ø). £ 


69. Tính khoảng cách giữa các cặp đường thẳng sau : 


xX=]I+ƒ7 Ä.= im áf 
z= z =3f; 

„xe |. ý +... =Ẳ .#x+?ó 7 =Ì 21%l. 
Cải 0 DXNNG link 2: ng hp TT 
: x=2-f 

jằ“ sẽ... — đb : y=-l+f; 


Z=í 
d) đ¡ là giao tuyến của hai mặt phẳng (ø) : 2x + 3y — 4 =0 và 


.@):y+z—4=0, 


x=l+3/ 
z=—l+ 2t. 
+ KÃ — | z—2 ~ẻ + 
70. 1. Tính góc giữa đường thăng = =*—- ï và môi trục toa độ. 
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71. 


72. 


73. 


74. 
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2. Tính góc giữa mỗi cặp đường thẳng sau : 


x=l+2 x=2-f 
a) $y=—l+f., y=-l+3 
z=3+4t, z=4+2f; 
— 2 . z 2 R k) 
b) đ: ¬ _ -1ˆ= ¬ , đ là giao tuyến của hai mặt phẳng 


(2z): x+2y—z+1=0 và ():2x+3z—2=0. 


Tính góc giữa đường thẳng A và mặt phẳng (ø) trong các trường hợp sau : 


x=l+2i 
a)A:4y =—l+3/ ():2x—y+2z—1=0; 

z=2-tf, 

_#+2_ y-l_ z-3 n `... 
b)A: VINMkG TS: TRO AE N, (2z):x+y—z+2=0; 
AC  = . (z):x+2y—z+5=0; 

2 l 1 
)"".. = TH: Ôn | (2):2x+y+z—1=0. 


l 2 __ =m] 
a) Tìm toạ độ hình chiếu (vuông góc) của điểm „(1 ; —-1 ; 2) trên mặt phẳng 
(2): 2x—y+ 2z + 12=0. 


b) Cho bốn điểm A(4 ; 1 ; 4),B@@;3;1),C( ; Š; 5), D(I1 ; 1; 1). Tìm toạ 
độ hình chiếu của D trên mặt phẳng (AB8C). 


c) Cho ba điểm A( ; 1; 2), B(2; 1; —1), CC ; —2 ; —Il). Tìm toạ độ hình 

chiếu của gốc Ó trên mặt phẳng (ABC). 

a) Tìm toạ độ điểm đối xứng của ẤM, (2 ; -3 ; 1) qua mặt phẳng 
(@)¡x+#3y=2 +2 =Ú, 

b) Tìm toa độ điểm đối xứng của điểm A(0 ; 0; 1) qua mặt phẳng : 
6x+3y+ 2z —6 =0. 

c) Tìm tơa độ điểm đối xứng của điểm Ö8(2 ; 3 ; 5) qua mặt phẳng : 
2x+3y+z~—17=0. | 

a) Cho hai điểm A@ ; 1; 0), B(—9 ; 4; 9) và mp(ø) : 2x - y+z+1=0. 

Tìm toạ độ điểm M trên (2) sao cho |MA —- MB| đạt giá trị lớn nhất. 


75. 


76. 


Tại 


78. 
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b) Cho hai điểm A(3 ; I; 1), B(7; 3; 9) và mp(ø) : x + y +z+3=0. Tìm 
điểm M trên (z) để |MA + MBÌ| đạt giá trị nhỏ nhất. 


a) Cho ba điểm A(-I ; 3 ; 2), 8(4 ; 0; —-3), C( ; —1 ; 4). Tìm toạ độ hình 
chiếu H của điểm A trên đường thẳng BC. 


b) Cho đường thẳng đ : =—= = >— = ¬ và điểm #M,(4 ; -3 ; 2). Tìm 


toạ độ hình chiếu ! của Mạ trên đường thẳng đ. 


a) Tìm toạ độ điểm đối xứng của „(2 ; —1 ; 1) qua đường thẳng 
x=l+2/ 
đ: y=—=l-f 
8= di, 


b) Tìm toạ độ điểm đối xứng của Ä⁄¿(—3 ; 1 ; —1) qua đường thẳng đ là giao 
tuyến của hai mặt phẳng (2): 4x - 3y — 13 = 0 và (#'): y — 2z+5=0. 
c) Tìm toạ độ điểm đối xứng của M⁄„(2 ; —1 ; 1) qua đường thẳng ¿đ là giao 
tuyến của hai mặt phẳng (2)›:y+z_-4= N và (z'):2x—y—z+2=0. 


Viết phương trình đường vuông góc chung của các cặp đường thẳng sau : 
x— - hán ho. ¬"...`.. .-. 

lêo 3 7-8” “mg. na 
|x=2+: __ |*=2~2 

b)đ:y=l1l-—í£ — #đ:4y=3 
le ví, z =Í. 

Cho hình lập phương ABCD.A B.C'D' có cạnh bằng 1. Gọi M, N, P lần lượt 


là trung điểm của các cạnh B'B, CD và A'D'. 


a) Tính khoảng cách giữa cặp đường thẳng A'B, B'D và cặp đường thẳng 
PI, AC' (I là tâm của đáy ABCD). 


b) Tính góc giữa hai đường thẳng MP và CN. 
Tính góc giữa hai mặt phẳng (PA!) và (DCC'D)). 


79. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh ø, cạnh bên SA 


vuông góc với mặt phẳng (ABC) và SA = 2a. Gọi M, N lần lượt là trung 
điểm của các cạnh SA, $Ð. 
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a) Tính khoảng cách từ đỉnh A tới mặt phẳng (BCM) và khoảng cách giữa 
hai đường thẳng SB, CN. 


_b) Tính côsin của góc giữa hai mặt phẳng (SCĐ) và (SBC). 


80. 


§1. 


82. 


83. 
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c) Tính tỉ số thể tích giữa hai phần của hình chóp ®. ABCD chia bởi mặt 
phẳng (BCM). 


a) Cho đường thăng đ là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z):x+y+z+1=0và():x—y+z-1=0; 


và cho hai mặt phẳng (P¡) : x + 2y + 2z + 3= 0 

(P;):x+2y+2z+7=0. 
Viết phương trình mặt cầu có tâm 7 thuộc đ và tiếp xúc với cả hai mặt 
phẳng (P¡) và (P¿). 


b) Cho đường thẳng đ : 5 =—=^ˆ : ".. mặt phẳng 

(\):x+y—-2z+5=0 

(P¿):2x—-y+z+2=0. 
Viết phương trình mặt cầu có tâm 7 thuộc đ và tiếp xúc với cả hai mặt 
phẳng (PA) và (P›). | 
Cho đường thẳng đ¡ đi qua điểm M,(0;:0;1), có vectơ chỉ phương 
„(0:1;0) và đường thẳng đ; đi qua điểm M¿(0 ; 0 -1), có vectơ chỉ 
phương Mạ (1; 0; 0). Tìm tập hợp các điểm M nằm trong mỗi mặt phẳng 
toạ độ và cách đều đ|,đ›. 
Trong không gian toạ độ Óxyz cho mặt phẳng 

(2z): Ax+ By+Cz+D=0,ABC z0 

và điểm ÄM⁄,„(xạ ; yọ ; Z¿) không thuộc (2). Các đường thẳng qua /,„ lần lượt 
song song với các trục toạ độ cắt (2) tại Mĩ, M;, M;. Tính thể tích khối tứ 
diện M„MM;Ma. 
Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng : 


xX=l3+ 
d:4y=-—l+f 
z=2-t. 
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Gọi đ' là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z): 3y—z—7=0 và (œ'): 3x+ 3y — 2z — [7 = 0. 
a) Chứng minh đ, đ' chéo nhau và vuông góc với nhau. 


b) Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua đ'` và vuông góc với đ. Tìm toạ 
độ giao điểm H của đ và (P). 


c) Một mặt phẳng (Q) thay đổi, luôn song song với TT cắt đ, đ' lần 


-_ lượt tại Mí, Mĩ. Tìm quỹ tích trung điểm 7 của đoạn MM'. 


84. Trong không gian toạ độ Oxyz, xét đường thắng A„„ là giao tuyến của hai 


85. 


66. 


S7. 


mặt phẳng (2): mx + yT— mz — =0 và (œ'): x— my +z—m = 0. 

a) Chứng minh góc giữa A„„ và trục Óz không đổi ; khoảng cách giữa A„„ và 
Oz không đổi. 

b) Tìm tập hợp các giao điểm M của A„, và mp(Ó+xy) khi mm thay đổi. 

Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng đ¡ đi qua điểm 
Mị(—-23 ; — 10 ; 0), có vectơ chỉ phương „(8 :4 ;1) và đường thẳng 4; đi 
qua điểm M;(3 ; — 2 ;0), có vectơ chỉ phương (2 ;— 2 ; 1). 

a) Viết phương trình các mặt phẳng (P4), (P¿) lần lượt đi qua đ¡, đạ và 
song song với nhau. 

b) Tính khoảng cách giữa đi và đ;. 

c) Viết phương trình đường thẳng A song song với Óz và cắt cả đi, đ;. 
Trong không gian toạ độ Oxyz cho 4áq ;2; —1l),B(—1; 1; 1),C(1; 0; 1). 
a) Chứng minh ÓABC là một tứ diện vuông đỉnh Ó. 


b) Chứng minh rằng ngoài điểm O còn có một điểm § duy nhất sao cho 
SABC là tứ diện vuông đỉnh Š. Tìm toạ độ của S. 


c) Mặt phẳng (Oxy) chia tam giác ABC thành hai Bhnh tính tỉ số diện tích 
hai phần đó. 


d) Tính góc giữa mp(1BC) và mp(ðxy). 
Trong không gian toạ độ Oxyz cho mặt cầu 


(S):x + y“+z”— 10x + 2y + 26z - 113=0 
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và hai đường thẳng 


: _ Íx=-7+3 

SN PÓ 77] „ Z7} La cac 

đ: na =.p ‹ l— 2/ 
Z# =6, 


a) Viết phương trình mặt phẳng-(P) tiếp xúc với (S) và vuông góc với đ. 

b) Viết phương trình mặt phẳng (Ó) tiếp xúc với (Š) và song song với cả đ, đ'. 
88. Trong không gian toạ độ Oxyz, xét mặt phẳng 

(đm) : 3mx + 5N1— mĩ V + 4mz + 20 = 0m c6 [T—1; 1]. 

a) Tính khoảng cách từ gốc Ó tới mặt phẳng (ø„). 


b) Chứng minh rằng với mọi m e [—l ; 1], (œ„„) tiếp xúc với một mặt cầu 
cố định. 


c©) Với giá trị nào của mm, hai mặt phẳng (ø„) và (Óxz) cắt nhau ? Khi ?m 
thay đổi, chứng minh rằng các giao tuyến đó song song. 


Ôn tập chương III 


Bài tập tự luận 
89. Dùng phương pháp hình học, hãy giải các bài toán sau : 
a) Chứng minh 


N5x+2+ 5+0 + 5:.2 €6(1,/Vz <2. xét +zZ =6, 
E M 
sinx + W2 — sinx + sinx\2 — sinˆx 


c) Tìm giá trị lớn nhất của hàm số 


ƒ(x) = W{x+m+xx+mn+XNm+n 


VỚI x, ứm,n350, x+rmm+m=lI. 


b) Chứng minh S3. Vực 


d) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
A= (x+1ŸÝ +y +4+dJxˆ +(y+U +1, Vx,y. 
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90. 


91. 


e) Chứng minh : 


XÍ ¬ +(z+WÝ +A{ (x+1ŸÝ (z- 1) h 


Dấu = xảy ra khi nào ? 
Trong không gian toạ độ Øxyz cho đường thẳng đ và mặt phẳng (P) có 
phương trình : 

x—-l2 y-9 z-I 


 ;iễn Fì mang ï › 


(P): 3x+5y—z—2=0. 


a) Tìm toạ độ giao điểm A của đường thẳng đ với mặt phẳng (P). Tính góc 
giữa đ và (P). 


b) Viết phương trình mặt phẳng (P') đi qua điểm Ä⁄,(1 ; 2 ; —1) và vuông 
góc với đường thẳng đ. _ 
c) Viết phương trình hình chiếu vuông góc đ' của đ trên mặt phẳng (P). 


d) Cho điểm ð(1 ; 0 ; —1), hãy tìm toa độ điểm Ø' sao cho (P) là mặt phẳng 
trung trực của đoạn thẳng BB. 


e) Viết phương trình đường thẳng A nằm trong mặt phẳng (P), vuông góc 
và cắt đường thẳng đ. 


Trong không gian 2xyz cho bại mặt phẳng 
(2): 2x—y+3z+1=0, 
(Z):x—-y+z+5=0 
và điểm M(1 ;0; 5). 
a) Chứng minh (2) và (2) cắt nhau..Tính góc giữa (ø) và (). 
b) Viết phương trình tham số của giao tuyến A của (ø) và (Ø'). 


c) Gọi H là hình chiếu của Mí trên mp(2), K là hình chiếu của Mí trên 
mp(2). Tính độ dài đoạn #K. | | 


d) Tính khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng A. 
e) Viết phương trình đường thẳng đi qua M, vuông góc với A và cắt A. 


ø) Viết phương trình mặt phẳng đi qua giao tuyến của (), (2) và vuông 
góc với mặt phẳng (P) : 3x — y + 1 =0. 


130. 
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92. 


Trong không gian toạ độ Oxyz cho đường thẳng : 


x=3+í 
A:y=~-l+2/ 
z= 4. 


Gọi A' là giao tuyến của hai mặt phẳng 

(zZ):x—3y+z =0 và (z):x+y—-z+4=0 
và điểm M,(I ; 1; 2). 
a) Xét vị trí tương đối của hai đường thẳng A và A'. | 
b) Viết phương trình mặt phẳng chứa A' và song song với A. 
c) Viết phương trình mặt phẳng qua M, và vuông góc với A. 
d) Viết phương trình đường thẳng qua M,, cắt cả A và A'. 
e) Tính khoảng cách giữa A và A'. 


ø) Viết phương trình đường vuông góc chung của A và A'. 


93. Trong không gian toạ độ Oxyz cho bốn điểm A(-2 ; 1; 2), B(0; 4; 1), 


94. 
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C( ; 1; ~5), D(—2 ; 8 ; —5) và đường thẳng đ: “- _-Z-? 


5 -4 ˆ 
a) Chứng minh A, 8, C, Ð là bốn đỉnh của một tứ diện. 

b) Tính thể tích khối tứ diện ABCD. 

c) Viết phương trình mặt cầu (5) ngoại tiếp tứ diện ABC). 

đ) Tìm toạ độ các giao điểm Ä⁄, N của đường thẳng đ với mặt cầu (Š). 


e) Viết phương trình các mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) tại M, N. Tính 
góc tạo bởi hai mặt phẳng đó. 


Cho hình lập phương ABCD.A'BC'D' cạnh bằng a. Xét hai điểm M trên 


AD' và N trên DB sao cho AM = DN = =k (0 <k <a2). Gọi P là trung 
điểm của #Œ.. 


a) Tính côsin của góc giữa hai đường thẳng AP và BC. 

b) Tính thể tích khối tứ diện APBC'. 

c) Chứng minh MN luôn song song với mặt phẳng (A'D'CB) khi k thay đổi. 
d) Tìm & để đoạn thẳng M⁄N ngắn nhất. | 
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nà, 


e) Khi đoạn MN ngắn nhất, chứng minh rằng ⁄N là đường vuông góc 
chung của AD' và DB, đồng thời MN song song với A'C. 

Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho sáu điểm A(2 ; 0; 0) ; 
A(6;0;0); 8(0; 3;0); 8(0;4;0); C0; 0; 3) và C0; 0; 4). 

a) Viết phương trình mp(48C) và mp(A'8'C'). Tính côsin của góc giữa hai 
mặt phẳng đó. 

b) Viết phương trình giao tuyến A của hai mặt phẳng (AðC) và (A'#C'). 
Tính khoảng cách từ gốc Ó tới đường thẳng A. 

c) Gọi Ớ là trọng tâm của tam giác ABC, /' là trực tâm của tam giác 
A'BC.. Chứng minh ba điểm OÓ, G, H' thẳng hàng. Xác định toạ độ điểm ;/. 

đ) Gọi Ó' là điểm đối xứng của Ø qua mặt phẳng (ABC). Điểm OÓ' có thuộc 
mp(A BC”) không ?_- 

e) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, A', B, C. Chứng minh 
rằng mặt cầu đó cũng đi qua #' và C'. | 

ø) Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (Š) và song song với 
mặt phẳng toa độ (Óxy). 


Bài tập trắc nghiệm 


1. 


Cho Á(2 ; —-1 ; 6), B(-3 ; -—I : -4), C(Š ; —1; 0), D(1 ; 2; 1). Thể tích của 

tứ điện ABCD bằng | 

(A) 30; (B) 40 ; (€C) 50; '(D) 60. 

Cho A(2 ; 1; —1), 8@ ; 0; 1), C( ; —E ; 3), điểm D thuộc Óy và thể tích 

của tứ diện ABC?D bằng 5. Toạ độ của đỉnh D là 

\j= 6U) 1(0;-8; 0) 
(@D) | 

(0; 8;0); (0; 7; 0). 

Cho A(0;0; 2), 8(3;0;5),C(;1;0),0(4; 1 : 2). Độ dài đường cao 

của tứ diện ABCD hạ từ đỉnh Ð xuống mp(4BC) là 


(A)(0;-7;0); (B)(0;8;0); ©| 


(A) vI1; - (B) , (C) 1; (Ð) 11. 


Cho A(0; 2 ; -2), B3; 1;—1), C4; 3 ; 0) và D(I1 ; 2; m). Tìm m để bốn 
điểm A, B, C, D đồng phẳng. 
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Một học sinh giải như sau : 


MEROOsuodoro dang vo AD=(1;0;m +2). 


= ¬"'ÍÌ 
x iỆệp: J=canôip: 


Bước 2 : | AB, AC l-[l : 
[AB, Aể |.AD =3+m+2=m +5. 
Bước 3 :A,B, C, D đông phẳng © | AB, AC |.AD =0 © m + 5 = 0. 


Đáp số : m = -5. 

Bài giải trên đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào 2 

(A) Đúng ; (B) Sai ở bước 1 ; (C) Sai ở bước 2; (D) Sai ở bước 3. 
5. Cho hai điểm M⁄(-2; 3; I), N( ; 6; -2). Đường thẳng ¡ MN cắt mp(Óxz) | 

tại điểm A. Điểm A chia đoạn MN theo tỉ số 

(A)2; (B) ~2; (O -5 ; (Đ) 2 


6. ChoA(2;0;0), 8(0;2; 0), C(0; 0; 2), D2; 2; 2). Mặt cầu ngoại tiếp tứ 
điện ABCD có bán kính là 


(B) 43 : 3 v2 


(A)3; (@——: j, 


7. Cho hình lập phương ABCD.A'BC'D', gọi Ä, N lần lượt là trung điểm cạnh 
-_ AD và BB'. Côsin của góc giữa hai đường thắng MN và AC' là 
(A) : (B) ` (gi (D) - 
8. Cho vectơ #(1;1;— 2) vày(1;0;7). Tìm m để góc giữa hai vectơ ứ, Ÿ có số 
đo bằng 45”. 
Một học sinh giải như sau : 


Bước l : cos(,V) = D BE 2ú, 


l— 2m 


Bước 2 : Góc giữa , ÿ bằng 45” suy ra 
ưng 9 


© 1—2m =x3Nm2 +1. (*) 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Bước 3 : Phương trình (*) (1 — 2m)” = 3n + 1) 
m=2 - x6 
ĩ"n= 2+ v6. 


©œ m? - 4m - 2= —> 


Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? | 
(A) Đúng; (B) Sai ở bước I; (C) Sai ở bước 2; (D) Sai ở bước 3. 


Cho A(I ; 1; 3), B(-—I ;3; 2), C(=I; 2 ; 3). Khoảng cách từ gốc toạ độ Ó 
tới mp(ABC) bằng ' 
T 


(A) V3; — (B3; S (Ð) Š- 

Trong không gian Oxyz cho điểm G(1 ; 1; Ù), mặt phẳng qua Ớ và vuông 
góc với đường thẳng ÓØ có phương trình là 

(A)x+y+z—-3=0; (B)x+y+z=0; 
(C)x—-y+z=\0; (D)x+>y—z—3=0. | 
Cho hai mặt phẳng (2) : 3x — 2y + 2z + 7 = 0 và (Ø) ::5x — 4y + 3z+ 1 =0. 


Phương trình mặt phẳng qua gốc toạ độ O, đồng thời vuông góc với cả (ø) 


và (Ø) là 


(A)2x+y—2z+1=0; | (B)2x+y~—2z=0; 
(C)2x—y—-2z=0; (D)2x—-y+ 2z =0. 

Phương trình mp(P) chứa trục Óy và điểm # (1 ; —I ; 1) là 
(A)x+z=0; (B)x—y=0; (C)x~x—z=0; (D)x+y=0. 


Cho mặt cầu (Š) : x” + yˆ + zˆ — 2x - 4y ~ 6z—2=0 
và mặt phẳng (ø) : 4x + 3y — 12z + 10 =0. 


Mặt phẳng tiếp xúc với (S) và song song với (#) có phương trình là 


(A) 4x + 3y - 12z+78=0; (B) 4x + 3y — 12z—26=0; 
4x + 3y — 12z — 78 = 0 4x + 3y — 12z + 78 =0 

(C) : (D) | 
4x + 3y — l12z + 26 =0; 4x + 3y — 12z - 26 =0. 


Cho hai mặt phẳng 


(Ø) : mˆx— y + (m” = 2)z + 2 = 0 và (Ø): 2x + my ~2z+1=0, _ 
(2) vuông góc với (Ø) khi 
(A) ml = 2; (B) lml = 1; (C) ml =2 ; (D) lml =3. 
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15. 


16. 


17. 


144 


Trong không gian Øxyz cho hình lập phương ABCD.A'BC 'D' với A(0;0;0), 
B(:0;:0),D0(0;1;0),A(0;0; 1). Gọi M và N lần lượt là trung điểm 
của các cạnh AB và CD. Tính khoảng cách giữa hai đường thắng AC 
và MN. 


Một học sinh giải như sau : 
Bước I : Xác định A'C =(1;1;~1); MN =(0;1;0). 
SUY Ta |A'C. MN | =Í1;0: 1). 


Bước 2 : Mặt phẳng (Ø) chứa AC và song song với MN là mặt phẳng qua 
A(0;0; 1) và có vectơ pháp tuyến 7(1 ; 0; l)>(2):x+z—1=0. 


| 
_—130=] 
s†0 | 1 


J1? +02+12. 2V2 
Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 
(A)Đúng;  (B) Sai ởbướcI; (C) Saiởbước2; (D) Sai ở bước 3. 


Bước 3 : d(A'C, MN) = d(M. (2))-= 


x=Ìl-=ï 
Cho hai đường thẳng d" : .—.< ;đ›: 4y=l+2rvà điểm. 
z=~l+íf 


A(I ; 2; 3). Đường thẳng A đi qua A, vuông góc với đ¡ và cắt d; có phương 
trình là 


`... “.'ẻ x—l1_y-2_ z-3, 
ï = =. = —5 , (B) " "¬ — "¬ * 


ỶN .=... #X=l. ÿ#sã 75 
b A0 tin nan sa. '. hp 
Cho A (0;0; 1), 8(—1 ;—2; 0), C ; 1; —1). Đường thẳng A đi qua trọng 
tâm G của tam giác ABC và vuông góc với mp(A5C) có phương trình là - 


(A) 


x=.-ấI x=3 tối 

(A) ly=~>—4r (® ly=+L—44 
3 3 
Z  Sf Z= 3í 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


x=s tối x=s -ấi 
(C) |y=->+4 (D) |ly=—->-Á4 

#.= 3ƒ z =~3i 

_ kÀ x—3 y3 ⁄Á ' % N"ị 
m"¬—Ï.———-- . . . - 
A(I ; 2 ; —-l). Đường thắng A qua A cắt đ và song song với mp(ø ) có 
hạt trình là 

= "`"... #=]l. ý“ 211]. 
(À) 5. - 1 ` 1 =2 1 7) 

` ý“ .đd| =]} ÿ=2 z#] 

2 =1 ` 21 


Cho mặt phẳng (P) : 3x + 4y + 5z + 8 = 0 và đường thẳng đ là giao tuyến 
của hai mặt phẳng (ø) : x - 2y + 1 =0 và (): x - 2z - 3=0. Gọi ø là góc 
giữa đường thẳng đ và mp(P). Khi đó 


(A)ø=30”;  (B)ø=45;  (Cø=60”; (D) ø= 90”. 

Cho A(Š ; 1; 3), B(—5 ; 1 ; —1), C ; -3 ; 0), DQ ; -6 ; 2). Toạ độ của 
điểm A' đối xứng với A qua mp(BC?Đ) là 

(A)(1;7;5); (Q)(;7;5); (@(;-7:5); (Dq;-7:-5). 
Cho A(3 ; 0; 0), B(0; -6 ; 0), C(; 0; 6) và mp(2) x + y+z—4=0. 


- Toạ độ hình chiếu vuông góc của trọng tâm tam giác ABC trên mp(2) là 


(AG;-=1;3); (B)Œ;1;3); (CO C2;-1;3); (D)Œ;-1; -3). 
x—Ïl y+l z-2 


Cho đường thẳng ¿ : "=h.ẽ 5. Hình chiếu vuông góc của đ 
trên mặt phẳng toạ độ (Óxy) là 
x0 x=l+2i 
(A)+y=-l~í (B) y=-l+íứ 
z=W0 z= ` 
x=-~l+2f x=~—-l+2/ 
(C) y=l+/ (D) $y=-l+í 
z0 z=0 
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—8 + 4í 
5—2/ và điểm A(3 ; -2 ; 5). Toạ độ hình chiếu 


23. Cho đường thẳng đ : 


hị ®*< >~ 
l| 


của điểm A trên đ là 


(A)4;-l;3); (B)-4;I;-3); (ŒQ(4;-—1;-3); (DỌC 4;-—1;3). 


` » xa ha TIẾP z+3 —. z +] 
24. ) ————— — =—==.—. * 
4. Cho hai đường thăng đ; 5 5 và đ; : 5 5 
Khoảng cách giữa đ¡ và d› bằng 
442 4 Ác 
(A) 442 : tan) S (Đ) —— 
x=2+f " x=2~-2i 
25. Cho hai đường thẳng đi : 4y =1—/ vàd¿: 4y=3- 
z = 2t z =Í. 


Mặt phẳng cách đều hai đường thẳng đ¡, đ; có phương trình là 


(A)x+5y+2z+12=0; _ (B)x+5y-2z+12=0; 
(Ề C9. 20002100 TN (D)x+5y+ 2z - 12=Q0. 
x=5+2/ x=9-2/ 
26. Cho hai đường thẳng đi : 4y =l—f vàd;: 4y =ứ 
| z=5-f z=-2 +. 


Mặt phẳng chứa cả đ¡ và đ; có phương trình là _ 
(A)3x-5y+z—25=0; (B)3x+5y+z—25=0; 


(C) 3x—5y—z+25=0; (D)3x+y+z—25 =0. 
: h x-1l y3 z : 
27. Cho đường thăng đ: "mĩ Hmớ nỈ, và mp(?P) : x - 2y + 2z —1=0. 


Mặt phẳng chứa đ và vuông góc với mp(P) có phương trình là 
(A)2x-2y+z—8§=Q0; (B)2x—-2y+z+§=0; 
()2x+2y+z—8=0; (D)2x+2y—z—8=0. 
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28. Cho hai điểm A(I ; 4; 2), B(—I ; 2 ; 4) và đường thẳng A : = Bàn h Se 


b)ƒ 


Điểm M e A mà MA” + ME” nhỏ nhất có toạ độlà — - 
(A)CI;0;4); (B)(0;-1;4); (@0đ;0;4); (D)(;0; -4). 


29. Cho hai điểm A( ; 3 ; l), B(0; 2; 1) và mp(P) : x+ y+z_— 7= 0. Đường 
thắng đ nằm trên mp(P) sao cho mọi điểm của đ cách đều hai điểm A, B có 
phương trình là 


Xx=í x=í 
(A) y=7-3/ (B) y= 7+3 
Z = 2f z = 2Í 
x =-f b2 4 
(Œ) 4y=7—3/ (D) y= 7-3 
s=ẢI 5. }, 
x- 3 x-7 y— z—9 _ x3 y-l z-] 
30. Cho hai đường thăng ẩI : ï n — dei. va đ : "=7 5 
Phương trình đường vuông góc chung của đ; và đ; là 
ÑX= 0ƒ] T9] ma... 
ĐÀ TÔ” Ø Mới PT TỰ TỤC Thu ở 
x-7 _y-3..z-9 _ XU . VY, vớ 
Và HOT chu có ““.n rn 
3 1 m 
31. Cho hai đường thẳng dị : S-” = #Ế = #T và đ;: 4y = —f 


HE —ŠP 


Đường thẳng đi qua điểm A(0 ; I ; 1), vuông góc với dị và cắt đ; có 
phương trình là 


MP T5 an '- na na 
là l AE; AE: HA, MT 5g ng, 
x=l  ÿ -Zz=]l, | #y-lÌ Z-] 
6) T237 4 ' "““z. nh 


32. Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'EC' cạnh đáy bằng a và AB' L BC”. Tính 
thể tích khối lăng trụ. 
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Một học sinh giải như sau : 
Bước ï : Chọn hệ trục toạ độ như hình 95. Khi đó 


 - a3 ¬ s4 3. 
A=($:0:0): 8 = |0: SẼ ;õ]: ø'=|: 2 vỈ: 


z _ "`... 
c=|~š:0:0]: €'= 2:0:0] 


(h là chiều cao của lăng trụ), suy ra 


2 
._[ ca, a3, 
se-[-‡:- SẼ 
Bước 2 : AB' L BC" 
_ ồ 2 
- ABLBC.=o— 4# _3 p2? =0 
lì Á Hình 95 
a\2 
='.Ïj= NE 


aˆ3 aJ2 a6 
“1MằẳẲ. 4 

Bài giải đúng hay sai ? Nếu sai thì sai ở bước nào ? 

(A) đúng ; (B) Sai ở bước I ; (C) Sai ở bước 2 ; (D) Sai ở bước 3. 


Bước 3 : Vịnng vụ = Bh = 


B - LỜI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ 


§1. Hệ toa độ trong không gian 

1l. a)x =(1-2;2-2;3+l1)=(-CI;:0;4). 
b) X =(I+8;0+0;4-8)=(7;0; -4). 
c) ế=(2+8-4;4+8—-0;6—-4+4)=(6; 12; 6). 
đ) X =(S—-6-2;10-6+0;l5+3+2)=(-3;4; 20). 
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e) 4X =3 + w => # = TH+2W. 
=#=|S+2:3+0:2-2]=( 2:3: 5] 
= 2 ° ) j—..- tˆj 


g) 3# = ~-2w—v+w =(-2-2+4;-4—2+0;-6+1—4) 
=3# =(0;-6;-9) => # =(0;-2; -3). 
; ẩ và b cùng phương với ï. 
3. Tacó  =(-3:4:2), 3 =(-6;8;4), b =(0;4;2), € =(1;-4; 2). 
Chỉ có vectơ Z cùng phương với vectơ #. 
4. a) Gọi toạ độ điểm cuối là (x; y ; z). Ta có 


(Œœx—-0;y—-6;z-2)=(3;—5;6) 


x—0=3 x=3 
z2 4y—=6=-5Š=‹y= 
Z—=2=6 p= 
Đáp số: (3; 1; 8). 


b)(1;0; 3). 
5. a) CÁ =(1;3;0), CB =(0;1;1). 
l=#0 


Cách 1 : A, B, C thẳng hàng © 3k để CA = kCB © 3# để 43 = k.I 
U=&'1. 
Điều này không xảy ra. - 
Vậy A, B, C không thẳng hàng. 
Cách 2 : Izz.s) -[Ì NÊN : | Ỉ =;-1;1)z0 
E TIỊHI 00 1 


—= A, B, C không thăng hàng. 


b) CA = (10;—4;0), CB= (5; —2:; 0)—= CÁ = 2CB — A, B, C thẳng hàng. 
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Cách khác : | CA,C8 | = : =(0;0;0)=Ö 
-2 0'lo s| |5 -2 


-4 l b 3 - -4 
—A,B,C thẳng hàng. 

c) Không thẳng hàng. 

d) CẢ=(_-2;:0;0), Cổ =(~3; 0; 1) = A, B, C không thẳng hàng. 
e) Không thẳng hàng. 


a) A, B, C thắng hàng © AC = kAB 


x-2=k x=3 
©4y- 5=2k'k€©‹4y=ll 
3.= Ấ ` |k=3. 


Vậy với x = 5,y = I1 thì A,B,C thẳng hàng. 


b) Vì z„ = 6,zg=—2>—>zA..zg<0>A, B ở hai phía của mp(Óxy). 
Vậy MA + MB nhỏ nhất khi 4, B, M thẳng hàng hay 


AM,AB cùng phương e | AM, 28) ñ 
Ta có AB = (4; —12 ; ~8). 
Giả sử M(x: y ;0) e —. thì AM =(Œœx+1;y—6; 6). 


—- = nn. j x+l y-6 
LAM.A6 | = |” | 
Ặ.. “SÏ2 

= (8y - 24; 8x — 16 ; —12x — 4y + 12). 

-8y— 24 =0 

Ä.= 2 

Txc62 | TẾ T6 | +0 cà 18p=46<0 ={ : 
y=-3. 


-12x-4y+12=0 
Vậy MA + MB ngắn nhất khi M = (2 ; —3 ; 0). 
Ta có AB = DC = (0; 4; 0), vậy ABCD là hình bình hành. 

Lại có AB.AD =0 = BAD = 90°. Vậy ABCD là hình chữ nhật. 


-Vì AC =(3;4; 0) nên độ dài đường chéo của hình chữ nhật là 


AC = [AC| = BD = 5. 
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Tâm O của hình chữ nhật là trung điểm của đường chéo ÁC nên 
;HỊ, 
=|~;]l; ]Ị. 
o= (3: 


cos(AC, 8D) - BÉ) 


J25AJ25 25' 
(h.96) a) Đặt Ó = AC ¬ BD, Ø' = AC! ¬ BD'. 


+ + Z¡ +Z 
Ta có : O = | `. — S 3 


* 


Ô C70 7 1) 
Từ AA'=OØ, CC'= ÓO', 
BB'=OO', DD' = OO' 
SUY Tả : Hình 96 


Ab+ Em ==.-.. sẽ 
2 l Ê/ : 3 › 


c-[3 + Xa — XI T32 Y2 + Y4 — 4 † Y- Z2 T72. — Z4 †Za 
# SN. ,¿ ° 2 3 


t ' h : : | 
B= PK = .... ẽ cắn 
2 6ú i 2 M 


TS CỐ 


2 SN : 2 

b) Ta có AC = AB + AD. Đặt C = (x: y ; z), ta có 
x:z={2.^)#-(f= Ï x=2 
y~0=(-0)+( 1-0) >Jy=0 >C=(2;:0;2). 
zzvÏe=(2=)§s+=i) 3e 2 


Mặt khác A4' = CC = A' =(3; 5; -6) 
BB` = CC' > B' =(4;6; —5) 
DD' =CC' =D'=(3;4; -6). 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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= [z5] 2_ -I L1 3| B 2 " 
W,VỊ= ° , - (tỉ, .“ 
-3 1| `1 -1 `1 -3 
2IzøI-(l 2!.Ƒ? 9 | _ 
` d0 4 'H 34B 0 Ti 


Sa (0 TỊ 4 M4 0 
—= |i.v| = _ x =(1;53;=4) 
1 01 'Ìl0 2|'|2 -I 
3 21 l 01 l0 3 
H,V| = : : =(—11; —8; 12). 
searÍƑ LỆ .Ƒ, đJ-cten 
= [#,ÿ].w = (—L1).1 +(—8)(-2) + 12.2 = 29. 
b) [Z,7].w = 80. 
c) [Z.v].w = 


Ta gọi Á(I ; 1; 1), 8(2;3;4);C(7;7;5); D(6; 5; 2). 
Khi đó AB = DC = (1; 2; 3). Vậy ABCD là hình bình hành. 
Suy ra SABCD = |^5.A5 |. 


Ta có AB =(1;2;3), AD =(5;4; 1) 


—— `(2 3 lB 1| lì 2 
— |AB,AD | = =#-T0i14 s»zð) 
4 1`! 5l`|5 4 
#316 nan =eral(<TU)* + 1A +6)? ©4432 '2452, 


Vhạp = 75. 


a) Điểm cần tìm có toạ độ (0 ; y ; 0). 


¬" I 
Từ giả thiết tính được y = = 


Đáp số: (0;e:o} 
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b) Điểm ÉM cần tìm thuộc mp(Oxz) nên M = (x; 0; z). 
Từ giả thiết, ta có hệ phương trình 
(x~=1Úˆ+(0=Uˆ+Œ>U?®=Œœ+Uˆ+(0-0?+z 
(x— ĐỂ +(0- ĐŸ + —ĐỶ =(Œx—3)? +(0— 2 +(z+ ĐẺ. 
a% `7. SG... TT. 
Giải hệ, ta được x = —, „= b- Vậy M= (ễ ¡0 S) 
14. Đường thăng AB cắt mp(Oyz) tại M' © M = (0; y; z) 
= MA =(2;-l—y;T-—z), MB =(4:5—y;—2—z). 
| 
2= k4 Xin, ] 
Từ MA = kMB, ta có hệ J—1— y = k(5~ y) = |y = —7 
7T—z=k(-2_—z) z = ]6. 
15. a) Không đồng phẳng. 
b) Đồng phẳng. 
c) Đồng phẳng. 
d) Không đồng phẳng. 
1 I1Ị H 2 
3 <Ỉ. 


° 


3] 


16. a) [Z,ÿ] -| 


=Ì ?m 
= (=2; m+ 2; m + Ô). 


|.v].# = -2 + 2m +4 + m + 6 = 3m + 8. 


H,V, w đồng phẳng © [#,ÿ ].# = 0 © 3m + 8 =0 ©m =— 


C5 œ 


b) m z l và m z9. 
c) Gọi vectơ phải tìm là #(x; y ; z). 
wị =x +y +z7=l 


S2 x+y+2: X2 


cos(1,w} = cos45° = —^ = ——— —= —— 
46 


Theo giả thiết 


2 5 


. =x+y+2z= 43. 


153 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


Mặt khác 7, ÿ, w đồng phẳng nên w = kử + lŸ 
x=k-Ï 
= $y=k+3!Ô  =5x+3y-4z=0. 
Z= 2k +7 
Vậy ta có hệ phương trình : 


2 `... 
x“+y+zZ =] m=..- ` 
x+y+2z=3 = 


5x+3y—4z =0 — 


—= 150zˆ - 100A/3z + 49 =0 
(to + ⁄2)-/3 I+⁄2)43 __ (s+72)M 
TC. hố ốc 6 7Ô 6 gộẹ. —ˆ 


Kết luận : Có hai vectơ thoả mãn yêu cầu của bài toán : 


((L:4)48 (s-7.2)45. to + J2)8) 
6 Í 30 : 30 Í 
= _(s+7/2)3. SẺ ng) 
6 ˆ ` 30 : 30 

17. a) is] = [| I Í |:h |=:-3:-8 


= [Z,ÿ].8 =21+6—20= 70. 
Vậy , ÿ, w không đồng phẳng. | 


b) đ = mủ + nÝ + kủ 


3m + 2n + 3k = —4  = —5 
© 4 Jm + 3n - 2k = —l2 << $n= ï 
n+ 4k = 3 k = -—]. 


Vậy đ = —-5H + 7V — W. 
18. Trên Óx, Óy, Óz lần lượt lấy ba điểm A, B, C sao cho : 
ÓA = OB = ÓC = I. | 
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19. 


20. 


Khi đó vectơ  = ØB + ÓC là vectơ chỉ phương của tia phân giác trong 
của góc yØz. Từ giả thiết ta suy ra : 


OAi =0 
© OA.(OB + Ođ) =0 
© OÓA.OB + OA.OC =0 
<> OA.OB.cos xOy + OA.OC.cos xÓz =0 
= coS xÓy + cos xÓz =0 
= xOy + xÓz = 180%. 
a) alLb<ab =0<©2+m-3=0<m= I. 
b) a.L b © 3 + loga5. logs3 + 4m = 0 © 4 + 4m = 0 — m = —1. 


t -. Èdn,  _ 2m 
Em nội ph hoặc / = 3 +Ín,k,lc€ 2. 


d) b=(442:- 2:8) hoặc b = (-4A2 ;2 ; —8). 

e) Vì b cùng phương với đ nên b= (2k; —k; 0). 

Ta có đ.b = 10 => 4k+k= 10 >k=2. 

Vậy vectơ phải tìm là b = (4; —2 ; 0). 

a) Giả sử #(x ; y ; z) là vectơ đơn vị phải tìm. Từ giả thiết ta có hệ : 
lớ| = 1 x2+y “+z” =1 
1ì =ÐÚ <&$ =0 


tỉ.đ4 = Ö 3x+6y+8z=0 
4 7a 43 
©x=0/y=T—z,z= z hoặc x =Ú,y = +,z = s 
¬ n sn(0:-3:2).[0:$: =3) 
Có bai vectơ với toạ độ là |0; $:3).(P:s: sj 
b) Giả sử b(x; y ; z) là vectơ phải tìm. Từ giả thiết ta có hệ 
b = ka ng 
c y=-2k 
= NI14 
DỊ v14 © Z= 3k 
b.j >0 p) 


TT +y“+z7 =14,y>0. 


hi 
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21. 


156 


Vì y = —2k > 0 nên k < 0. 


Ikˆ + 4k? + 9k2 = 14 
Ta có 
k<0 


Vậy b =(-l;2; -3). 


` E V2. 2n DI L1] nepc g~|22*2,2—8 1) 


C) H 2 2 


d) Giả sử w = (x ; y ; z) là vectơ phải tìm. Từ giả thiết của bài toán, 
ta có hệ : 


M.d = 0 Íx+y+z=0 
¡.b = 0 x—y+3z=0 
lưÌ = 3 “hy c Ð 
¡„k<0 — \Z<0. 


Từ hai phương trình đầu của hệ rút ra x = —-2z, y = z, thế vào phương trình 
thứ ba của hệ, ta có : 6z”= 9, 


_— vựng c3 |Ệ y=cÃ 
Vectơ phải tìm an c2 . _. ` | 


a) AB =(—1;1; 1), AC =(0;—1;2), AB =(0:0: 1), 


Ta có : AB,AC ].AD =1l¿z0= AB, AC, AD không đồng phẳng. Do đó 
bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng và 


Vapcp = 2[A8,AC ]LAD| = - 


b) Gọi Ớ là trọng tâm của tam giác ABC thì G = Ế hIẾ l 1) 


Gọi Œ' là trọng tâm của tứ diện ABC? thì ỚŒ = Ệ 17 1) 


€) SAgC = 2l 28.Ac | =— 
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Say. E020) Tờ l3 e2 
KG cửa 2Il0 1 | 0 6ö 0 2 
2 2 2 
Iroe o1 10 T l 0F lo 0 2 
S¿ns= =LAD,AB Ì= — + _ ) 
ADB nÍ ] 3 | 1 l sỉ -] 1 5 
2 2 2 
ID 1Í t I l h-22 3 
Ssep= =|L BC,BD Ì= # _ X3. 
d) Từ công thức tính thể tích khối tứ điện V = 3Bh (B là diện tích đáy, w là 


'Ä ¿ 3V 
chiều cao tương ứng) ta suy ra h = TH 


Vậy nếu gọi h, hạ, hc, hp lần lượt là chiều cao hạ từ đỉnh A, B, Œ, D thì ta có : 


mẽ. ": "".... 
Ê Šgcp 3 3. 54c  Ì Í 
Z1 2 
ị I 
„3V _~6_L „3V _ “6 _ 
° S%mp j2 42) ^ Sagc 14 414 
2 2 


e) Vì AB =(-l; l; l), CD =(0; 1; —l) nên AB.CD = Ú, suy ra góc 
giữa AB và CD bằng 90”. 


ø) Gọi /{x ; y ; z) là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABC?D. Khi đó, ta có 
1A” = IB? (+10? @ellfd+z° c4” (y5) œ@f2= 
lẢˆ? =iC” œ&œ«l\? +#G=<fP+z=Œ=<U ‡y $6 -ð3Ÿ 
1A? =1D? £=l 2 +el0¿¿“ =iz= 4@-=-1W + =1: 


3 

phế 

-2x+2y+ 2z =3 : 

© + _-2y+4z =3 lai ae) 
2 | : T 
=: 
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Vậy tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABC?) là ï |~5?~ 313) và bán 


kính của mặt cầu đó là 


“nh 


Do đó, phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện A8C7) là 


(-ŸÏ-651Ÿ-(-ƒ-š 
2 JĐ 2) `4" 
22. a) Ta có CÁ =(—1;—1 ;—1), CBR=(—2; ~1 ; 0) 
—-- 31 =ÌlE1 =ilÈ1 =i : 
— |CA,CB | = . : =(1;2;-Uz0 
-! 00 23-2 -—l 


=> CẢ, CB không cùng phương hay A, B, C không thẳng hàng, tức 
A, B, C là ba đỉnh của một tam giác. 


b) Chu vi tam giác ABC bằng AB + BC + CA = A2 + x5 + 43. 


Ÿ ¿pc = 3LCA,Cö | = 2V(Ỷ +22+(U = 
c) Giả sử D = (x; y ; z), ta có: AB =(—1;0; 1), DỂ =(2—x;1—y;1—?). 
D8 se] 
Tứ giác ABCD là hình bình hành > AB = ĐC ©œ4l—y=0_ =D=@;1;0). 
I-z=I 


d) Gọi ñ„ là đường cao của tam giác ABC kẻ từ đỉnh A, ta có : 


h„_ 2Šanc _ V6 _ v30. 
BC J5 5 
e) cosA = Ki. =0= A =909 (tam giác ABC vuông tại 4). 
ABI.|AC| 
` COsB = _BA.BC_ = _^_ — v10 
Isal|gc| v10 5 
cosŒ __CACB_ = 3 = vI5 
lcAll€s| vã 5 
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ø) Tam giác ABC vuông tại A nên trực tâm Ở trùng A. Vậy H = (1; 0; 0). 
Ta có thể làm cách khác như sau : | 


Gọi H(x; y ; z) là trực tâm của tam giác ABC, ta có hệ 


AH.BC =0 AH.BC =0 
BH.AC =0 c© + BH.AC =0 


AB,AC,AH đông phẳng | AB,Ac |.An =Ũ, 
Ta có : AH=(x~ 1?Ÿÿ 7), BC = (2; I; 0), BH =(X⁄;y;zZ— Ì), 
AB =(—1;0;1), AC=(1;1;1) _ 
— | 4B,A€ | =(—I;2;—1), | AB, AC |.AH =1—x+2y—z. 
Vậy ta có hệ phương trình : | 
2x—=2+y=0 2x+y=2 | „.i 


x+y+z—-l=0Ũ ©‡$x+y+z=l ©$y=O—=Ï”=(1;0;0). 
l—x+2y—z=0 x—=2y+z=l 5= 


h) Tam giác ABC vuông tại Á nên tâm 7 của đường tròn ngoại tiếp tam giác 
" : : | 

là trung điềm của cạnh huyền BC. Do đó ï -ÍI 3) I) 

Ta có thể làm cách khác như sau : 


Gọi /(x ; y ; z) là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC. Ta có hệ 


AI = BI AI” = BÍ 
AI = Cl © 4AIˆ = Cỉ 
AB, AC, Ai đông phẳng |AB,A€ |.Ai =0 


Pu MỊ #3) “se (SH D)? 


© 1(+z—UŸ +y? +zˆ =(x—2) +(y—U?+œ 
lI-x+2y-z=0 _ 


(xé—U2+y2+z 


#=l 
c© y=2 =I=(1i 1] 
Le — | 
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23. a) Ta có AB =(1;-3;4), AC=(-5;5;6), BC= (6; 8; 2) 
= | AB,AC | = (-38 ; - 26 ; — 10). 


Vậy Sxsc = 238 + 262 + 102 = V555, 


„.- 2Šapc _ 2555 _ V555 

^_ BC  dJ  426` | 
b) Gọi D là chân đường phân giác kẻ từ B, giả sử D = (x; y ; 7). 
Ta có DA _ BA _ 26 _1 

DC BC Vị 2 


Vì D nằm giữa A, € (phân giác trong) nên DA = -5DC hay 


2(1I—-+x)=x+4 
CD =2ĐÄ œ {22-y)=y~7 © |]y=+ 
2(1I—-z)=z—5 . 


Vậy D= 


(- "  -- 
3 
24. Giả sử đ =(Xị;Vị:Z4). P= (X2; V2; Z2), ể = (X3; ÿ3 ; Z3) 


a) La,P | = | 


(ÿ1Z2 — }2Z1 ï Z1X¿ T— Z2XI ;¡ XI}2 — #21) 


®ì Ị 
*2 Y2 


\ ¡| “1 *ị 


J2 Z2 


9 


° 


22 2 


lÍ 


=— (W2Z1 — ÿ1Z2 ; Z2XI — Z1X2 ; X2YI — #12) 


_ _| 12 Z2||l“2 2| |Z2 x| 
\ ZI| |1 *i||Jfi  ỞÏl 
¬W#..Ẻ 
b) Từ câu a) ta có[Z,đ] = -[3,đ], suy ra [đ,đ] = 0. 
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C) P1 = : 1ñ k m M. N‹ m AI 
3» Z2} l2 3⁄2 l2 32 
_|lÐ, ka||ka kới RAtA Đụ 
NỈ = Ì#a X2 ]#a MÌ 
=|kab]._ 


Tương tự : kịa,b] = [Z,kb |. 


đ) [ea+B] 


_ ll33 44 “3 13 1X 3 
= ° ° 
Ty Z†Z2||Zut7Za Xi†32| |Xit†3. Đị T 3 
y Ũ y Za| |Z # Z Xa| |X y x y 
-_ |3 3| „ 3 3Ì, 3 3a p5 3|. 3 3| „ J3 3 
Zj |2  Z2| |1 1| Z2 +2| |Ấi 3| |2 32 
|3 '34|2 +3*⁄24|J443 35 + 32 Za4l|l2 +3*⁄2||44 33 
== ° L) , : , ° 
họ “di 3 đ|dJliG Ji 1 F2 ii: j2 
= [e,az] + [e5]. 
sửi lướ 2 Z2 Z2 2 %2 }2 
e) z.Lb,e = #Ị +ờN +ZI 
33 Z3 Z3 23 *434 33 
3[ 2l 2T 1 Ở\ 
= X3 + 32 + Z3 
J3 *2 Z2 Ã2 %2 2 
= lữ, | 


s) VP = |2[ | =(s5Ÿ = li .lB - BÍ .lB[ sœ2ø 
= lỗ -lb[ test đỹ eilDI 0| án 2ø 
= [Z5]ƒ =vr (ð &ya = (4.5). 
25. Giả sử D = (0; y ; 0) thuộc trục Óy. Ta có : 
AB =(1;—1;2), AD =(-2;y—1; 1), AC =(0;~2; 4) 
= [AB,AC | = (0; -4 ; =2) 
= [AB,AC |.AD =-4œ-— 1)~2=—4y+2. 


11-BTHH 12 - NC - A s 1ó1 
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Theo giả thiết Vupcp = 5 © sl+ +2|=5 


© |-4y+2| =30—>y=-7,y = 8. 
Vậy có hai điểm D trên trục Óy :(0;—7; 0) và (0; 8; 0). 
26. a) Ta có BA = (5; 0; 10), CÁ = (~3;0; 6), CB = (-8 ; 0; ~4). 
Do CA4.CB = 24 - 24 = 0 nên ABC là tam giác vuông tại C.. 


Sapc = 2 CA.CB = z-3 5.45 = 30. 


| 


Ta lại có p = z (AB + BC + CA) = 3 (55 +35 + 4/5) = 645. 


_ 9$ 30 
Mặt khác § = p.r, su Tar=—=- —=5. 
P y j.. 
10 [I0 5[: 
4| |4 8 


5 0 
8 0 


H 


b) Ta có | BÄ, BC Ì = l 


=(0;60; 0), 
BD = (4; 3; 5) 

".. 
...< c|LB4. Bẻ Ì.BD = cl0.4 + 60.3 + 0.5| = 30, 


c) Gọi /(x ; y ; z) là tâm mặt-cầu ngoại tiếp tứ diện ABC?D. 


Từ điều kiện/A” = 1B”, !A” = ICˆ, 1A? = ID, ta có hệ phương trình 


x=-a 
10x — 20z + 15 = 0 ? 
6x — 12z +15 =0 =, y=- 
~2x + 6y — 10z +35 =0 : 
¬" 3.1. |, :12 `... 
Vậy mặt cầu cần tìm có tâm ï s3; và bán kính là 
: 8u . z 
R=lC= (s+2] tÍl+) +(0-1) 


_ 121 100, _ J1525 
—W4 9 —W36_ˆ 
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Do đó, phương trình mặt cầu ngoại KIẾP tứ diện ABC?D là 


2 
1\Ạ”- l5 _ 1525 
[SE | +(y+#Ï + +(z +“ 36” 


27. Thiết lập hệ trục toạ độ như hình v 
(h.97). Ta có | 
A(@0;0;0);A(0;0;a); C(4;4;a);. 
B4a;0;0);D0;a;a); PB(a;0;a); 
C(a ; a; 0). 

a) Ta có : AC =(4;4;:-4), 
AB =(a;0; 4a), AD' =(0;4; 4), 
=> AC.AB' =0, AC.AD' =0 


= AC l AB', AC LAD' 


= AC L mp(A8D'. 
a a q 
b) Ta lại có NỈ 2:0 5] M0:5:0] = MN la; s:5] 
a? a? 
= MN.AC =a”-—-—=0—MN LAC 


cos(MN,AC') = 


"mã. m7 B 
IwN|.lacl 3ˆ đa? 


——:—. 2 
MN.AC__# =5} J2 
3 


đ) VA:cwn sl^N.Aw].Adi, 


Ta có ẨÑ =[a¡ 0; =5), AM =|0 ; 5 ý =a)| 


2 
q : 
_ 0 —— a "la 0 » 2 
—= [AN,AM | = 22 4} ;i|= - x73 2i 
a ¬ ta 0 0 5 4 2 
#) Ẫ 
l a 3 a 1134|  aŸ 
=YAcuN= g[4*“ ~7|”s[4| 78 
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28. a) Ta chọn hệ trục Óxyz sao cho gốc toạ độ Ó trùng A, tia Óx chứa AC, tia 
OÓy chứa AB và tia Óz cùng hướng với tia CS (h.98). Khi đó, ta có : 


A(0;0;0), 8(0:av2;0), C(a2:0;0), S(aV2 ;0:av2), 
Z : 


Hình 9S 
2 Đ¿ M) 2 
¬ B2, 
-. _ 
= MN = 4|2(a? -2at+I2)+ + = = V32 - Aat + 242 
2 2 
2a 2a ax6 
= ——— NENGEN Thánh THỰ 
3: J+ 3.22 
Dấu = xảy ra khi =. thoả mãn điều kiện 0 < /< 2a. 
Vậy MN ngắn nhất bảng SÝ6 khi r= SẺ. 


b) Khi MN ngắn nhất thì : 


a ĐÁ cá 


HN -|[22.5, Hội bạn 
3. 3 3 MN.BC =0 


= MN là đường vuông góc chung của SA và BC. - 
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29. a) x— + y“+(z + L = l6. 


30 


31 


- 


b) (x+‡] +(Œ~2# +(22 =3. 
2 4 

c)x2+y2+ z”=30 + 2x29. 

đ) &— 3)” + (y+ 2)” + (z— 4) =I. 

e) ST 2)“ + (y+ + (z-— 3)” = 9. 

s)œ=2)+0œ+1J tớ@-~3)°=t, 

h) x—- 2) + (y+ DÊ+(- 3)” =4. 

a) Tâm /(1 ; 3 ; 4), bán kính  = 5. 


b) Phương trình đã cho không là phương trình mặt cầu, nó biểu thị một 
điểm (—5 ; -2 ; —1). 


c) Tâm l[0: ¬ 0Ì. bán kính R = 5. 
F3. số, 
d) Tâm (Í2 ; >* s, bán kính ®= —— 


©) Không là phương trình mặt cầu. 


a) Gọi ï là tâm mặt cầu. Vì 7 e mp(Øxy) nên ƒ = (x ; y ; 0). Theo giả thiết, 
ta có AJ? = BÍ” = CẺ, SUY ra 


(x— ĐŸ +(y- 2 +(0+ 4ˆ = (x~ ĐÊ+(y+3)2 +(0-— Để 

(x— ĐỂ +(y =2) +(0+4)ˆ = œ+— 2# + (y— 2? + (0— 3)2 
> TY SI=C2:1:0) 

„hủ 


Bán kính của mặt cầu là 


R= AI = \(—2 - 1U? +(1~ 2# + 42 = 26. 


Vậy phương trình mặt cầu là : 
(x +2)” +(y— lộ +zˆ=26. 
b) Gọi 7ï là tâm mặt cầu, ï e Óz nên 7 = (0; 0; z). 
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Theo giả thiết A/” = BI”, ta có phương trình 
(3)? + 12+ @-— 2Ÿ) =(-U + ĐŸ + + 2Ý 
nằm” 

Vậy !=(0;0; 1) và AI = 41. 

Phương trình mặt cầu cần tìm là 

x7 +y +(z— “=1. 
c) Phương trình mặt cầu (S) cần tìm có dạng _ 
x2+yˆ+z”— 2ax - 2by — 2cz + d= 0. 
Ta có Ae(S)©2a+2b+2c-d=3, 
Be(S)©2a+4b + 2c - d=6, 
Ce(S9©2a+ 2b + 4c - d=6, 
De (S)© 4a + 4b + 2c— d=9. 


_ “ ..“. 1... 
Từ đó suy ra a = DUẾ 3:C=” 2:á=6. 
Vậy phương trình mặt cầu (Š) là 
x2+yˆ+z7—3x— 3y—3z+6=0. 
32. Trước hết, ta xác định tâm và tính bán kính của mặt cầu đi qua bốn điểm 4, 


A',B,C. Gọi I(x; y ; z) là tâm của mặt cầu đó, ta có /A” = IA'” = JB” = IC” 


(x— ga) +y? +z7 =(x-a)È+y?+z 


Ế¿ “2 


=. (x—4)° +y”+z =x⁄?+(y-b}`+z 


(x - aŸ +? +z7 =x⁄? + + =@)ˆ 
-2ax + a7 =-2a8'x + a2 


© 1~2ax + a2 = -2by + b 


-2ax + a7 = -Zz €7 
`... _ ĐỀ +aag' và, — CC +aai 
=2 1W „Sg 
a+a' b+daa c 
Vây I= : " 
k [ 2 2b 2e 
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Gọi ® là bán kính mặt cầu, ta có 
tê =pê = (SE) = #¿] ƒ + đa ì 
m„.. 
2 (p2 : 
Mặt khác 7B” = = ) N ko 0) ¬) " — : 


a+4 b“ˆ - aa' c“ˆ + qaa "`. 
=[ 2 ) 3# 2b | == ) phế nhện 


=IBE = RẺ. 
Tương tự ICỔ = IC” = RẺ. 


Vậy B', C cũng thuộc mặt cầu nói trên. 


b) Gọi G là trọng tâm AABC, ta có ÓG > § : š : ;) 


Để chứng minh ÓG 1 mp(4'B'C), ta chỉ cần chứng minh 


OG.A'P' =0 
OG.AC' =0 


Vì AB =(-a';b';0), AC =(Ta;0;e) 


ñÊN 0C TP =2 4¬ si 
RE 
OG.AC' = =- +0+ = = 0 (đpem). 


33. a) Là mặt cầu (x —- aŸ +(y— bì + (z — c} =Ñ”. 
b) Gọi Ở là trọng tâm tứ diện ABC?) thì G = (1; 2; 3). 
Ta có MA + MB + MC + MD = 4MG nên 

[MA + MB + MC + MDÌ = 4  4ÌMG| = 4 © MG = 1. 
Vậy tập hợp các điểm M(z ; y ; z) thoả mãn điều kiện đề bài là mặt cầu gỗ: ` _ 
phương trình : 

(=1 #(0=Zj”+(6« 3Ÿ #ï: 
ä” +b“ ¿7 


`1 `... 
c) Là mặt cầu x“ + y +2 —8x—by~ 6z + =Ũ, 
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34. a) Ta có a = -2m, b=2,c = m,d= m” + 4m. 
Phương trình đã cho là phương trình của một mặt cầu khi _ 
aT+b +c -d= (~2mm)ˆ + 27 + m” — mˆ ~ 4m > 0 
© (2m - 1)” + 3 >0 Vm. 


Vậy phương trình đã cho là phương trình mặt cầu với mọi #. Bán kính mặt 


cầu là 
R= \(Gm - DẺ +3 > j3 = Rmp = Vã khi m= 2. 


b) Ta có : ø = cosư, b = —sinø, e =2, d= -(4 + sin"ø) 
=a “+ bˆ +c2— đ= cos2z+ sinz+4+4+ sin"ø 
=9+sin“z>0 (Va). 
Phương trình đã cho là phương trình mặt cầu với mọi ø. 
Khi đó R =v9 + sin“ø . 
Vì 0< sin”ø < 1 nên 3< R <10. 
Vậy Rumin = 3 khi ø = km, (k 6 2). 


R„a„ = V10 khi ø =2 + Ír (I € Z). 


§2. Phương trình mặt phẳng 


35. a) Mặt phẳng qua ⁄¿(x¿ ; yạ¿ ; zo) và song song với mp(Óxy) có vectơ pháp 

tuyến là k (0; 0; 1) nên có phương trình là z — z„ = 0. 

Phương trình mặt phẳng qua Ä⁄„(x„ ; yạ ; za¿) và song song với mp(Óxz) là : 
y—yo=. 

Phương trình mặt phẳng qua ¿(xe ; yạ ; z¿) và song song với mp(Óy2) là : 
x—x*¿=0. 

b) Gọi MỊ, Mạ, M: lần lượt là hình chiếu của điểm Ä, trên các trục Óx, ` 

Óy, Óz. Khi đó : Mị = Œœ¿; 0; 0), M2 = (0; yọ: 0), Ma =(0;0: 22). 
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Vậy phương trình mặt phẳng (M¡M„M:) là : 


* Z 
Xe che /ctÏ 
*o 3o Fo 


c) Gọi (P,) là mặt phẳng chứa điểm Mí, và trục Óx. Khi đó vectơ pháp 
tuyến của nó là 


s = [Bi] =| 


Vậy (P,) có phương trình là z¿y ~ yez = 0. 


3o Zol, 
0 0{ 


*o *o 
I0 


” 


Tương tự, phương trình mặt phẳng chứa điểm Ả, và trục Óy là 
ZqX — #qz = 0, 
phương trình mặt phẳng chứa điểm Ä, và trục Óz là 
_yø—xuy =0. 
36. a) Cách 1 : Mặt phẳng cần tìm có vectơ pháp tuyến là : 
ñ =LAB,A |. 


AB =(3;-6;0), AC=(Š5;3;3)—>m= : IÍ 
: c 342  5'* l5 3 | 
=(-18;-—9; 39), 


Hiển nhiên sĨ = (=6 ; -3 ; 13) cũng là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 
cần tìm. Vậy mặt phẳng cần tìm đi qua điểm A(-I ; 2 ; 3) với vectơ pháp 
tuyến (—6 ; -3 ; 13) nên có phương trình : 
~6( + 1) ~ 3(y ~ 2) + 13( — 3) = 0 hay —6x — 3y + 13z — 39 = 0. 
Cách 2 : Mặt phẳng cần tìm có phương trình dạng ; 
Ax+By+Cz+D=0. | 

Vì ba điểm A, B, C nằm trên mặt phẳng đó nên toạ độ của chúng phải thoả 
mãn phương trình mặt phẳng và ta có hệ : 

~A+2B+3C+D=0 

2A-4B+3C+D=0 

4A +5B +6C + D =0. 
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-3A +6B =0 A=2B 
= 3 
2A+9B+3C=0 ” |g=-ẮC. 


Suy ra : Á = 2B = ~2 C, D=A ~2B~ 3C = ~âC, 


Ta có thể chọn € = 13, khi đó A = -6, B = -3, D = ~-39 và phương trình 
mặt phẳng cần tìm là 


—Õx — 3y + 13z — 39 =0. 
b) Mặt phẳng qua M, = (1 ; 3 ; -2), vuông góc với trục Óy nên nó song. 
song với mp(Ó+xz). Vậy phương trình của nó là y = 3 (xem bài 35a). 
Ta có thể giải cách khác như sau : 
Mặt phẳng cần tìm có vectơ pháp tuyến 7? = : = (0; 1; 0) nên có phương trình : 
0(x— I) + ly T—-3)+0(z+2)=0<y-3=0. 
c) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng cần tìm là n= BC = (1; —6 ; 4), vậy 
phương trình của nó là | _ 
Iœx— T1)-— 6(y - 3) + 4(z + 2) = 0 hay x - 6y + 4z + 25 = 0. 


d) Mặt phẳng cần tìm song song với mặt phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0 nên 


phương trình có dạng 2x - y + 3z + D = 0 với D z4. Vì Mụ(I ; 3 ; -2) 
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thuộc mặt phẳng đó nên 2.1 - 3 + 3(—2) +ÐD=0 => D=7. 
Phương trình mặt phẳng cần tìm là : 2x - y + 3z + 7 = 0. 
Ta cũng có thể giải bằng cách khác như sau : Vì mặt phẳng cần tìm song 
song với mặt phẳng 2x y + 3z + 4 = 0 nên nó có một vectơ pháp tuyến 
là ï =(2;—1: 3). Vậy phương trình của nó là - 

2œ~ 1)~ l- 3) +3 +2)=0<€©2x-y+3z+7=0. - 
e) Vectơ pháp tuyến 7 của mặt phẳng cần tìm vuông góc với hai vectơ 
AB = (1l; -2; 5) và Hh= (2;—-1;3) (" là vectơ pháp tuyến của mặt 
phẳng 2x - y + 3z+4=0). 
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Sa 


-2 5Š 


Vậy ta lấy r = | A8, nÌ -[L 3 


5 -l| |1 Ð -2 
: : =(—l1; 13; 5). 
|3 2.42 -I 


Do đó phương trình của nó là : 
—lŒœx~— 3) + 13(y — 1) + 5Œ + 1) = 0 hay x — 13y — 5z + 5 =0. 
ø) Vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 2x - y + 3z + 4 = 0 là nh= (2;-l; 3). 


Vectơ pháp tuyến ø của mặt phẳng c¡ cần tìm là : 


.-DI-, 4 3$ lJJseses 


Vậy phương trình của nó là 
3x—-2z—-2=0. 


h) Mặt phẳng (2ø) và (#') có vectơ pháp tuyến lần lượt là Hy =1 71: 2), 
„=0: | 
Mặt phẳng cần tìm vuông góc với (øz) và (#') nên có vectơ pháp tuyến là 


z =[nz || 2l 2|P 1 


2 II 3ƑB 2 
Vậy phương trình mặt phẳng cần tìm là 
-3Œ%+2)44G=3)+1l@~1)=0 hay 3#=4y-¿z+19=0, 


|=cs:s:b 


a) Cách 1 : Ta có AB = (3; =6; 0), AC= (5; 3; 3), AD= (4; 0; ~2) 

= [AB, AC |.AD = (~18).4 + (~9).0 + 39.(~2) = ~150 z 0. 

Vậy A, B, C, D không thuộc cùng một mặt phẳng. 

Cách2:  — 

Ta có phương trình mp(ABC) là =6x — 3y +. 13z —39=0. 

Thay toạ độ của điểm D3 ; 2 ; 1) vào phương trình mặt phẳng đó, ta CƯ Sh 
-6.3 - 3.2 + 13.1 - 39 = —50 z0. 

Điều đó chứng tỏ D £ mp(ABC) hay bốn điểm A, B, C, D không đồng phẳng. 


D)đ= 
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38. 


39 
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c) Gọi / là trung điểm của đoạn thẳng 4P thì 7 = (2; 0; 1). Ta có 4B =(2;~2; 0). 
Vậy phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng 4P là. 
2(x~- 2) - 2(y~ 0) =0 ©2x- 2y - 4= 0 hay x— y— 2= 0, 
Thay toạ độ của điểm C(-—1 ; 0 ; 2) vào phương trình mặt phẳng đó, ta có : 
—=l-0—-2=-3z0. 
Vậy điểm C không thuộc mặt phẳng trung trực của đoạn 48. 
a) Giả sử ƒ = (x; y ; z). Khi đó AB =2:0;2), Al=(x;y;z+3). 


Vì Ai và AB cùng phương nên có một số k sao cho AI =kAB hay 
x=2k 


: y=0 
y=0 =. 
#—z~3=0 
z+3=2k 
Mặt khác, ï e (P) nên 3x — 8y + 7z — I =0. Vậy ta có hệ : 
s11 
— . TH” | 4 
x—z—3=0Ô = .`=.` =!=(Š¡0~$} 
3x—-8y+7z—-]l=0 &-: 
5 


b) Ta có AB =242. Giả sử C= ng 2). 
CA=2j2  |xÌ+y°+(Œz+3) =8 
Ta phải có +CB = 242 «& ‡(x-— 2Ÿ + y? +(z+ 2 =8 
C e(P) 3x—-8y+7z—-1=0 
x +y +(z+3) =8 
©x+z+1=0. 
3x—8y+7z—1=0. 
Giải hệ bằng phương pháp thế, ta có hai nghiệm và do đó có hai điểm C : 


_=^-. _ _Ấ. š] 
cQ; 2. 3), c{ chi kw 5 37 


Mặt phẳng cần tìm đi qua điểm Ä⁄„(1 ; 2 ; 4) có phương trình : 
a(x — 1) + b(y - 2) + cứ - 4) =0 — 1) 


hay ax + by + cz = a + 2b + Ác với a + 2b + Ác z 0 (theo giả thiết). 
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Từ đó, ta xác định được toạ độ các giao điểm A, 8, € là : 


A= (+21 o0): s-(0;2t? +4 ,0), 
a . b 


Vì OA = OB = ÓC nên OA” = OBˆ = OCˆ, do đó ta có : 
(a+2b + 4c)” _ (a+2b+4c)”(a+2b+4Ae)”- 
a7 b c? 
hay a?=bˆ = cˆ. Có những trường hợp sau xảy ra : 
+ Nếu a, b, c cùng dấu thì a = b = c và phương trình (1) trở thành 
x+y+z—7=0. 
+ Nếu a, ö cùng dấu và khác dấu với c thì a = b = —c. Phương trình (1) trở thành 
x+y—z+1=0. 
+ Nếu a, c cùng dấu và khác dấu với b thì a = c = —b, Phương trình ìQ) trở thành 
x-y+z-3=0. 
+ Nếu b, c cùng dấu và khác dấu với z thì -a = b = c. Phương trình (1) trở thành 
: —x+y+z—5=0. 
40. Giá đả e((án 0;0),B=(0;b5;0),C=(0;0; c) với a, b, c >0 và (P) là 
mặt phẳng phải tìm. Phương trình của (P) là : 


".. Ý. 
—+—+— =Ì. 
4a b c 


Vì ÄM, e (P) nên `... 
a € 


b 
Thể tích của tứ diện OABC là : Voxgc = cabc. 
Theo bất đẳng thức Cô-si : 
I1 1 3 
l=—+—+—-> >2 
PT phế? ta ©® abc 7 
27 9 
—> VoaApc 2= =2› dấu bằng xảy ra khi a = b = c = 3. 


Vậy Voxpc nhỏ nhất bằng 5 khi a = b = c = 3, khi đó phương trình mặt 
phẳng (P) là x+ y+z_— 3=0. 
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41. 


42. 


43. 
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a) Hai mặt phẳng. trùng nhau. 
b) Hai mặt phẳng song song. 
c), đ), e) : Hai mặt phẳng cắt nhau. 


œ=s+n 
a) đ =1 z + tứ KP HH TC lê 
ư= + 
_ 12 
œ = kĩ 
b) T k,lÌ €2 
œ =‡+—>~+Ìn : 

3 
c) Hai mặt phẳng song song với nhau © TÊN s SA hiểu, (*) 

Kneoinne sen +3 2 5m+l1 T0 

2m ` 

3 m“ + 3m — 4 =0 
Ta có LẺNg ©m=Ì 
m_—_— 3 5m? +m—6 =0 
2 5m+] 
mà] =6 +m_ 1 : 

.. — "an ` `. La _` ` cơ B1 + ^ 
Nhưng với m = ] ta có 22 và “10 2 ›: tức là điều kiện (*) không 
thoả mãn. Vậy không có giá trị nào của 7z để hai mặt phẳng song song. 
Từ đó suy ra : hai mặt phẳng trùng nhau < mò = l ; 

hai mặt phẳng cắt nhau © m # 1. 
Hai mặt phẳng vuông góc với nhau khi : 2n + 3) + m.2 + 3(5m + 1) = 0 
Q 
l9m + 9= Trẻ 
© lI9m+9=0<>m 10 


a) Gọi M(zx ; y ; z) là điểm thuộc giao tuyến A của hai mặt phẳng, khi đó 
toạ độ của Mí là nghiệm của hệ : 


x—y+z=4 
3x—-y+z=l. 
Đây là hệ ba ẩn có hai phương trình. Ta tìm hai nghiệm nào đó của hệ. 
3 
" = 4 Ä —= 
Cho z =0, ta có HN = ? 
' 3x—y=l II 
y = —5" 
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x+zZ=4 


Mặt phẳng phải tìm chính là mặt phẳng đi qua Mạ, Mị, Mạ. 
Viết phương trình mặt phẳng qua ba điểm trên, ta có kết quả : 
_ 15x - 7y + 7z — 16 = 0. 

b) Cách ï : Ta thấy hệ phương trình 

y+2z—-4=0 

x+y—z+3= 0 

x+y+z-2=0 
có một nghiệm duy nhất E —1; ) 
Điều này có nghĩa là giao tuyến của hai mặt phẳng 

y+2z-4=0ÚU và x+y-z+3=0 
cắt mặt phẳng x + y + z — 2= 0. | 
Vậy không tồn tại mặt phẳng thoả mãn yêu cầu bài toán. 
Cách 2 : Ta tìm hai điểm thuộc giao tuyến của hai mặt phẳng. 
Cho z =0, ta được Mí = (—7 ; 4; 0). Cho y = 0, ta được Mạ = (—1 ;0; 2). 
Gọi (2) là mặt phẳng song song với mặt phẳng x+y+z—2=0 thì (ø) 
có dạng :„, | 
x+y+z+D=0,Dz-2. 
Ta xác định D để Mĩ, M+ e (ø). D là nghiệm của hệ : 
=/+4+Ð0=0 
L +2+D=(0. 

Hệ vô nghiệm. Vậy không tồn tại mặt phẳng thoả mãn yêu cầu bài toán. 
c) Ta tìm hai điểm M¡, M; thuộc giao tuyến của hai mặt phẳng. 
Gọi ø` = (2; 0; —1) là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 2x ~ z + 7 =0. 
Khi đó mặt phẳng cần tìm là mặt phẳng đi qua Ä⁄¡ và có vectơ pháp tuyến 
ñ =[ MụM;.n'|. 
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Sau các tính toán, ta có kết quả : Mặt phẳng cần tìm có phương trình : 
x—22y+2z+21=0. 


44. Để ba mặt phẳng đã cho cùng đi qua một đường thẳng, điều kiện cẩn và đủ 
là mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0 phải chứa hai điểm phân biệt của đường 
thẳng A với A là giao tuyến của hai mặt phẳng còn lại. 


Ta tìm hai điểm nào đó của A. 


1 
3x+z=3 đó” 
Choj=00Wacg 47 Ti và ca =Mi [1:05] <a 
x— 2z =—5 18 7 7 
z=— 
Ế; 
: v.31 
mẽ... Jun 
Cho z =0, ta có Liếg ¿ =. ạ SMS, LIP _ 
x—9y=-5 9 10” 10” 
“1g 


Thay toạ độ điểm Mụ, Mạ vào phương trình mặt phẳng 5x + ky + 4z + m = 0, 
ta được hệ 


SJ quy ợi 
1 s 
155 - 9k 


mãn T10 
45. Vectơ pháp tuyến của ba mặt phẳng (P), (@), (R) lần lượt là : 


=>=k=—-5,m=_—]]. 
+im=0 


ñp =(1;1; 1Ö, nọ = 0m; =2; 1),ng = (n;m— 1; =1). 
Ba mặt phẳng đôi một vuông góc khi và chỉ khi : 
m—2+1=0 m = Ì 
m+m1—1=0 ©m=]l c©m=]. 
m—2m+2—1=0 — (\ứn-D“ =0 


Gọi /{zx ; y ; z) là giao điểm chung của cả ba mặt phẳng. Toạ độ điểm 7 là 
nghiệm của hệ 


x+y+z—6=0 
x—-2y+z=0 =I=(1;2;3). 
x—z+2=0 
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46. a) Dễ thấy điểm M,(4 ; 3 ; 0) thuộc mặt cầu và điểm /{3 ; 1 ; —-2) là tâm 
mặt cầu. Do đó, mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm M, là mặt phẳng 
đi qua Ä¿„ với vectơ pháp tuyến IM, , nó có phương trình : 

1.(x — 4) + 2(y - 3) + 2( — 0) = 0 hay x + 2y + 2z — 10 = 0. 
b) Bán kính R của mặt cầu phải tìm bằng khoảng cách từ tâm /(—2 ; 1; Ï) 
|-2+2-2+5 


Vil+4+4 


Vậy phương trình mặt câu là ( + 2) + (y— 1Ÿ +(— L= 1. 


tới mặt phẳng (2) nên R = =ĩ 


c) Ta có BC =(-3;0; 1), BỒ= (-4; —1; 2) = | BC,BB | =(1;2; 3). 
Vậy phương trình mặt phẳng (BC?Đ) là : 

1A5. 2)+3Œœ-0)= Mo¿0665 905110 0. 
Gọi Ẩ là bán kính mặt cầu phải tìm, ta có 


J8 + 2(-2) + 3-2) - 7| _ Ty 


R=đ(A, (BCD)) = TS 


Vậy phương trình mặt cầu là : 
| %=1) +@ #2) +5 7= 14. 
d) Phương trình mặt cầu (S) phải tìm có dạng 
x2 + y2 + z2 — 2axS— 2by — 2cz + d = 0. 
Ta có Ae(S=l-2a+đ=0, 
Bce(S—1-2b+đ4=0, 
Ce(S)=1-2c+đ=0. 


Đồng thời tâm /{z ; b ; c) của mặt cầu thuộc mặt phẳng x + ÿ + z — 3 =0 
nên a + +c—3=0. 


Ì-24#z =Ú 
1—2b+d =0 

Giải hệ Tế ¬Š'' 
"` |IÍ—2c+đd=0 


a+b+c-3=0 


Vậy phương trình mặt cầu là 
š? doý4⁄97 =2 203: 1=09. 
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47. a) Mặt phẳng (P) chứa Óz nên có dạng Ax + By=0= n„ =(A;B;, in? 
Ta có Hy =(2; lz = v5) . Theo giả thiết của bài toán : 
kos(n„. Ti — ðA+Bl 


| ýA? +B24J4+1+5 
© 2l2A + BỊ = J10.VJA? + B2 
© 6Aˆ + 16AB - 6Bˆ = 0. 
Lấy B = l ta có 


= cos609 = : 


9| 


6A”“+ 16A -6=0—> 


Vậy có hai mặt phẳng (P) : 
3xty=0; -3x+y =0. 


b) Mặt phẳng (Ó) đi qua A, C và tạo với mp(Óxy) góc 60” nên (Ó) cắt OØy 
tại điểm B(0 ; b ; 0) khác gốc Ó > b z0. 
Khi đó phương trình của mặt phẳng (Ó) là : 


SI 3510015606 0260 2ð 


thứ, i13 - 3b). 


Mặt phẳng (Oxy) có vectơ pháp tuyếp là k (0; 0; 1). Theo giả thiết, ta có 
Bo  _1 

Jb?+9+9p2 7 

e l6ð| = x1002 +9 « bŸ =„— œb=+ 


26 


(cos(ng.*) = cos602 © 


SỊ" 


Vậy có hai mặt phẳng (Ó) : 


x— !26y + 3z - 3 = 0, 
x+26y + 3z — 3= 0. 
48. a) M c Óy <>M =(0; yạ; 0). Vậy : 


5= 3 


v3 


178 12-BTHH 12 - NC - B 


d(M; (ø)) =9 * ÍÌ, 2w, (ø)= 
M3 | 
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Ta có d(M, (2) = d(M, (2) © ve + lÌ = |yạ + 5| © yạ= -3. 
Vậy điểm phải tìm là M(0 ; -3 ; 0). 
b) Phương trình mặt phẳng (ABC) là : ' hs “= 1 

|-I| 


mm" 
a7 bŸ c? 


h 


=> đ(O; (ABC)) = 


Theo bất đẳng thức Cô-si, ta có = > 38|— : 5 
a b C q“bc 
và 3= 4” + bP + cˆ> 3)a?b?c2, 
Suyra:T+-~>+->>3© 
q b C 
L 
Từ đó suy ra : 4Ó; (ABC)) < —=-: 
3 
Dấu = xảy ra khi 4” = b = cỔ= l hayaø=b=e=1. 
Vậy đ(Ó ; (ABC)) lớn nhất bằng P khia=b=c=]. 


.49. (h.99) a) Từ giả thiết ta có C = (4; a; 0), 
€C=s(a:a;b)=M= [a:a:2}- 
Ta có BD ai 
BMí =|0:a;2) P BA' =(-a;0;b) 


= [BB.B]=(S°:S”; -a`). 


mg s. —_= 2 
Vậy Vgpas = clÌ5D.BM ].8Ai = —. 


b) Mặt phẳng (A'BD) có vectơ pháp tuyến 


Hình 99 


? m = [BP.p4'] = (4b ; ab ; a'. 
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50. 


51. 


Mặt phẳng (MBD) có vectơ pháp tuyến 


nạ = | BD,BM: = (2:5:-+) 


SN 
Vì vậy (MBD) L (A'BD) © nm =0 
2r2 22 
a“b „a0 * ~Ũ 
2 2 | 
_ ca?Ð?=a! ca?=b? a=b œ S =1, 


b 
18 0: b>Q) 


a) Giả sử A z 0, khi đó mặt di thứ nhất cắt trục Óx tại điểm Mụ, 
Mẹ = (-:0;0). Khoảng cách từ ẤM, tới mặt phẳng thứ hai chính là 


khoảng cách đ giữa hai mặt phẳng. 


D 
LA+E lE —- DỊ 


NA +Bˆ+C?7 NA?+B +C2. 

b) Mặt phẳng (ø) song song với hai mặt phẳng đã cho có phương trình 
Ax+By+Cz+F=0(F+D,FzEÈ). 

Để (2) cách đêu cả hai mặt phẳng đã cho thì : 
|F-D|__ __ lF-gm —_ 


© |F - D| =|F - E| © F - D =+(Œ - E). 


Vậy đ= 


Vì DzE, nên ta phải có —- D=-F+E=>F= ““T—.. Vậy phương trình 


mặt phẳng (ø) là : 
sẽ = 0, 


Ax+By+Cz+ {sài 


Một mặt phẳng muốn cách đêu hai điểm M, N thì hoặc nó đi qua trung 
điểm của M⁄N hoặc nó song song với ⁄N. Vì vậy, để mặt phẳng (2) cách 
đều bốn đỉnh A, B, C, D của hình tứ diện thì : 


~ Hoặc mặt phẳng (ø) đi qua trung điểm của ba cạnh cùng xuất phát từ 


- một đỉnh của tứ diện. Có bốn mặt phẳng như vậy. 
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- Hoặc mp(2ø) chứa hai đường trung bình của tứ điện. Có ba mặt phẳng 
như vậy. 
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52. 


Tóm lại, ta có bảy mặt phẳng thoả mãn yêu cầu của đề bài là 
Zx—=Z-6=Ù0, x+y-l0=0; x+2y-z-§=0; 2vy+y-z-l4=Q0; 
x-y-Z-2=0,  2x+y+z—-l6=0; 5x+y-2z—-28=0. 
a) Đường thẳng M,M; cắt (2) khi và chỉ khi MụM; không vuông góc với 
ñ(A ;B; C) (ïï là vectơ pháp tuyến của (2)), tức là: — - 
M.,M;äi #0 © ÁG@¿ -— xị).+ BỚƠ; — y) + CŒ; — z4) #0 

-_ ©Autq + Byi +Cz¡ +D #Á*x¿ + By¿ + Cz› + D. 


b) Đoạn thẳng M;M; cắt (ø) khi và chỉ khi có một điểm 7 thuộc (2) và 
chia đoạn thẳng Ä⁄¡M; theo một tỉ số k < 0. Gọi (x¿ ; yạ ; z¿) là toạ độ của 


điểm ï, ta có : 


_ *ịi —& yị — kY2 


= _ 7 —ÂZ› 
nỤP l=k so = l—k di - 


ụ l—k 
và Ax¿ + By¿ + Cz¿+ D=0 | 
= AXz)*8<2)+c[p=i)+ ~t 
© (Axi + By + Cz¡ + D) = k(Ax¿ + By; + Cz¿ + D). NÔ 
Vì k< 0 nên điều kiện trên tương đương với điều kiện 
(Axi + Byi + Czị + D)(Ax¿ + By; + Cz¿ + D) < 0. 


c) Mì nằm giữa 7 và M¿  ! chia đoạn Ä⁄¡M; theo tỉ số k mà 0 < k< l1. 
Ta vẫn có điều kiện (*), nhưng vì 0 < & < 1 nên điều kiện đó tương đương 
với điều kiện : 
dc 7U 6U 

Ax; + By; +Cz› +D 
d) Tương tự như trên, ta có điều kiện : 

Axi + Byi + Cz¡ + D 
Chú ý : Từ kết quả trên ta suy ra kết luận sau : 
Hai điểm MŒị ; yị ; z4) và M;(x; ; y; ; z;) nằm cùng một phía đối với mặt 
phẳng (ø) : Ax + By + Cz + D =0 khi và chỉ khi 

(Axi+ By¡+ Cz¡ + D)(A3; + By; + Cz¿ + D) >0. 
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53. (h.100) Ta chọn hệ trục toạ độ Óxyz sao cho gốc toạ độ là tâm Ó của đáy, 


34. 


182 


tia Óx chứa ÓA, tia Óy chứa Óð, tia Óz chứa ÓS. 


2 

aN2 
B= P D) 

aýN2 
c=|-®Ê:o;] 
s=(0;0;ì). 


Rõ ràng giao điểm Ä⁄ của 
SỞ và Aï chính là trọng tâm 
tam giác SÁC nên 

h 


M=[0:0;5). 
k, Hình 100 


Mặt phẳng (AB!) cũng chính là mặt phẳng (ABM). Vậy mp(A)) có phương 
trình là : 


2ah 


=——————— ->d = T.=.=. 
+ 5 44h“ + 9a 


Ấ; 2 
(h.101) a) Ta chọn hệ trục Óxyz sao 
cho gốc Ó là đỉnh A' của hình lập 
phương, tia Óx chứa A `, tia Óy chứa 
A'D' và tia Óz chứa A'A. Khi đó 
A'=(0;0;0).8=(I1;0;0), 
D'=(0;1;0),,A=(0;0; 1) 
C=(I1;1;l),B=(1;0; ]), 
D=(0;1;1),C =(I1;1;0). 


Hình 101 
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Từ đó : 
AC! =(1;1;-1), A'B=(1;0;1) 
= AC.A'B =0 —AC' L AB. 


Á ch l, ° _ 1 T-=. 5 À 
CỬ ng w=(3:0; 0], N=ÍL: g:1].P= [0:1: ;) 


MN =3; hộ ) => MN.AC' =0= MN LẠC". 


MP =|-3: 1; ;] => MP.AC' =0 => MP l AC". 


Vậy AC" .L mp(MNP). 


&) Ta có : MA = (-ä:o: I) 


: ñÌÌP cTÍÍ: 


[zw,.f]=|?P || 2 |2 _ 


¬ 
xệ 
_— 
— 
»” 
— 
„—— 
| 


> VAN = s|_MN.MP Ì.MÄ| = nh “ 


§3. Phương trình đường thẳng 


x=~-3+2/ 

55. a)đ: $y=5_-3 
z=l-Át. 

X=r3+Zi 
-Ổ0)0.y=l+ƒ 

Zz=-l+3!. 
x=2+2/ 

86. a) y=-l+3t© Tế =2, 

z=-4+3/ 


x+1_y-2_Z-3 


k | -4 É, 
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57. a) Cách 1. Điểm M(x; y; z) e đ khi toạ độ của ẤM là nghiệm của hệ 
x-3y+z=0 
Men 
x+z=3ẩi IS 
=> 


Ẫ) 


x—z=—4-f z=2+2t 
Vậy phương trình tham số của đ là : 


Đặty Si tà có | 


x=-2*+í 
y7. 
z=2+2!. 
Cách 2. Ta tìm một điểm thuộc đường thẳng đ bằng cách cho y = Ö trong 
hệ (*). 
x+z=0 Ä = =2 
Ta có hệ = 
x—-z=—4 z =2. 


Vậy điểm ÄM„(-2 ; 0 ; 2) thuộc đường thẳng đ. 
Vectơ chỉ phương của đường thăng đ là 


-[Ÿ IL 111 Ì _ 
HỆ = : ; =(2;2; 4). 
1 -l|[I IH I1 
Vậy phương trình tham số của đ là : 
x=-2+2í 
y=2í 
z=2+Ả4t. 
x=0 
b)đ: y=_—-3+ 2í 
Z =Í. 


58. Giả sử M là một điểm bất kì. Khi đó : 
M thuộc đường thẳng A8 © AM =/AB,: eR; 
M thuộc tia AB © AM = 0AB, re [0,5); 
M thuộc đoạn thẳng AB © AM = rAB, r e [0,1]. 
- Từ đó suy ra phương trình tham số của đường thẳng 4P là 


x=2+3 
y=4-á4t re; 
z=—l+8i | 
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phương trình tham số của tia A? là 


x=2+3/ 
y=4-Ái  c[0,œ) ; 
z=—l+í 


phương trình tham số của đoạn thẳng Að là 


x=2+3i 
y=4-4t í c|0,1|.. 
z =-l+8í _ 
_[x=2-tf 
59. sụt Ÿ=#-ˆ=;== 
z=—l+5í 


x=2+í 
c) 4y =3+í -....-.- 
z=-Ì—35í 
x=4+2í ; : h 
d)4y=3—3? œ^ =— = 
z=l+2f 


e) Vectơ chỉ phương của đường thẳng cần tìm là : 


_ | -l| [KElI IỊ H 1 | 
t = : =(4;—7; -3). 
=1 5| 2L|2  -—I 
x=l+4 
Vậy phương trình đường thẳng là 4 y = 2 — 7í 
z = —ÏÌ- 3l. 


ø) Vectơ chỉ phương của đường thẳng là # = Hy =(1;2;~- 
x=-2+f 

Vậy phương trình là : 4 y = 1 + 2 
z = -2t. 
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h) Vectơ chỉ phương của đường thẳng cần tìm là 
„ r— (ÍI -2L2 -HEI1 1 
l = |H,H, |= 

Long lÌ; s 0 1|] -2 
X = 2 — 4f 
Vậy phương trình của nó là : 4 y = —1 — 2/ 


* 
k 


Ì=c4:-2:Ð, 


z=l+t. 
60. Ta có thể viết phương trình đường thẳng đ dưới dạng 
.|* =#¿ +ái 
y= Ẫ + bí 
z “ân 
Mỗi điểm M(x;y;z)ed có hình chiếu trên mp(Oxy) là điểm 
M(x;y;0)c đ' với đ' là hình chiếu của đ trên mp (Oxy). 


Vậy đ có phương trình tham số là 


Íx = xạ + ai 

y=yos+bi 

z =0, 
Tương tự, ta có phương trình hình chiếu của đ trên mp(Óxz), mp(Óyz) lần 
lượt là : 

X =#*#⁄¿+tứi x=0 

y=0 : y=ÿys¿+bí 

Z=7Zs+t(Cí Z=”ạ; +. 


61. a) Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng đ trên mặt phẳng 
toạ độ (Óxy) là | 


x=l+2i 
y=-2+3/ 
z=Q. 
* Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng đ trên mp(Oxz) là 
x=l+2 
y=0 
Z=Ä3+í. 
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* Phương trình hình chiếu vuông góc của đường thẳng đ trên mp(Oyz) là 


J0 
y=-2+3/ 


z=3+t. 


* Hình chiếu vuông góc của đường thẳng đ trên mp(2) là giao tuyến của 
mặt phẳng (z) với mặt phẳng (), trong đó (/) là mặt phẳng chứa đường 
thẳng đ và vuông góc với (2). 


Vectơ chỉ. phương của đ là Hạ =(2;3; 1), vectơ pháp tuyến của (ø) là 


H.= (1; 1; 1). Vậy vectơ pháp tuyến của (Ø) là : 


25551“ dị dì dJn6cth 


l lÏ 
Điểm ¿(1 ; -2 ; 3) thuộc đ và cũng thuộc (), do đó phương trình mặt 
phẳng (Ø) là 2x — 1) — 1 + 2) ~ 1Œ ~ 3) = 0 hay 


1 
| 


2 


2x—y—z-1=0. 
Vậy hình chiếu của đ trên mp(2) là giao tuyến của hai mặt phẳng (2) và 
(Ø có phương trình lần lượt là x + y +z — 7= 0 và 2x—-y—z—1=0. 
Suy ra phương trình tham số của nó là 


_. 

3 
đà: 
Z =f. 


b) Gọi (Ø) là mặt phẳng chứa đường thẳng đ và vuông góc với (2) thì 
| (0 :2x+y+2z—-7=0. 
Khi đó hình chiếu của đường thăng ở trên mp(ø) là giao tuyến của 
mp(Ø) : x + 2y — 2z — 2 = 0 và mp(Ø) : 2x + y + 2z — 7 = 0. 
Từ đó suy ra phương trình đường thẳng đ là 


ÄẤ: TWIET _ .Z 
2. `. c7. xi: 
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62. 


63. 


64. 
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a) Đường thẳng đ đi qua M,(I1 ; 7 ; 3) và có vectơ chỉ phương (2; 1; 4). 


Đường thẳng đ' đi qua M; (6; —1; —2) và có vectơ chỉ phương w'(3;~—2; 1). 
Ta có M,M) =(5; 8; —5), P =(9;10;~7) z Ũ, 


SUY ra mu | .M¿M,_ =0. Vậy d và đ' cắt nhau. - 


b) ađ, đ' chéo nhau. 

C) đ, đ' song song. 

d) đ, đ' song song. 

©) đ, đ' trùng nhau. | 

a) Đường thẳng đ đi qua điểm M,(12 ; 9; 1) và có vectơ chỉ phương ở (4; 3; ]). 
Mặt phẳng (ø) có vectơ pháp tuyến 7 = (3 ; 5 ; —1). 

Vì /.ï = 26 z# 0 nên đ cắt (ø). 

b) đ song song với (2i. 

c) đ nằm trong (ø). 

đ) đ cắt (ø. 

e) đ cắt (ø). | 

a) Đường thẳng d¡ đi qua điểm MỊ( ; 2; 0) và có vectơ chỉ phương " (1;2; -2). 
Đường thẳng ¿; đi qua điểm M⁄2(2 ; 2 ; 0) và có vectơ chỉ phương Họ (2:4: -4). 


Rõ ràng „ = 2u, nên đ¡, đ; cùng nằm trên một mặt phẳng, ta gọi là mp(2). 


Ta có vectơ pháp tuyến của mp(ø) là Hy = lø,M)M | =(0; -2 ; -2). 

Vậy phương trình mặt phẳng (2ø) là : 0(x — 1)— 2 — 2) - 2(z - 0) = 0 hay 
(z):y+z—2=0. 

b) Gọi A là giao điểm của đường thẳng đ; và mp(2). Toạ độ của A thoả 

mãn hệ 


X= 2Ï 

y=í | 
—=f =~. 

z=l+f ¿ 

y+z~-2=0 
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“"... 
Suy ra AÁ = (:3:3). 
Gọi 8 là giao điểm của đường thẳng đ;¿ và mp(#). Tương tự như trên, ta 
có B=(4;2; 0). 

_ : : — 3 3 
Đường thắng AB nằm trong (ø) cắt cả đ: và dạ. Mặt khác ÁB = B; D =ã) 
không cùng phương với „4 (1 ; 2; -2). Do đó AB cắt cả đị và d;. Vậy AB 
chính-là đường thẳng đ cần tìm. | 
x-Ả  y~2_ z. 


đ: 2 = _ = BSi 
65. a) Điểm M(+x ; y ; z) cách đều ba điểm A, B, C khi và chỉ khi 
MA” = MB 
MAˆ = MCZ 


Ji +(y- 1) + - DĐ =Œœ + Đ? +@-— 2# +22 
(x~ 1 +(y~ + -— Đ? =(x— 2) +(y+3 + —-2Ý/ 
—4x+2y—-2z—-2=0 2x-y+z+l1=0 (Œ) 
ïố can IS MAI: (2) 
Vậy tập hợp điểm ẢM⁄(z; y; z). là đường thẳng giao tuyến của hai mặt phẳng 
lần lượt có phương trình (1) và (2). Đường thẳng đó có phương trình là 


x=-8-3i 
y=Íí 
z=l5+ 7! 


Nó chính là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


b) Xét điểm M(z ; y ; z). Khi đó khoảng cách đ, từ M tới trục Óx là 


d,= “. =\y +”, 


Ỉ 
khoảng cách đ, từ M tới trục Óy là 


“sa. +77. 
Ề 
Mặt khác MA =A|(x— Đˆ +(y—-1“+z2.- 
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Mùi Mí là một điểm của quỹ tích ¬ 
P2 J.. 2 5 
+Zˆ=x + x“= l 
y : _ - y Œ) 
yˆ+z?=x2+y?+z2~2(x+y)+2 xz“—2(x+y)+2=0. (2) 
— Từ (1) suy ra x = y hoặc v = —y. 

Khi x = y, phương trình (2) có đạng : x°— 4x+2=0=>x=2+ 42. 
Trong trường hợp này, quỹ tích M là những điểm (z; y; z) mà : 


x=2+42 - x=2-42 
y=2+4J2  @) và $y=2-.42 (4) 
Z=f Z=f 


Khi x = —y, phương trình (2) trở thành : x7 + 2 = 0. Điều này không xảy ra.. 
Vậy quỹ tích cần tìm là hai đường thẳng có phương trình (3) và (4). 


66. a) Giải hệ gồm phương trình các mặt phẳng xác định A và A', ta có một 
nghiệm duy nhất 


Vậy A và A' cắt nhau tại điểm |-s 0)? s] 
b) Ta chọn một điểm thuộc A, có thể lấy A = (0; —1 ; 0) e A. 
Chọn một điểm thuộc A', có thể lấy 8 = (0; 1: 4) e A'. 


Khi đó, vectơ chỉ phương đơn vị của A là ¬ ¬_. 
lral 
IB 
vectơ chỉ phương đơn vị của A' là ø; Iị 
— [ 1-2-3 
Suy ra tị =| “7=: :—= |:› 
14 v14 v14 
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Ta có đá +¿, đa —e; là các vectơ chỉ phương của cặp đường phân giác 
của các góc tạo bởi A và A'. 


Vậy phương trình chính tắc của cặp đường phân giác là : 


x1 „3 
2___ y “TU 

“a6... 1. . .. 

4 430 M4 320 M14 20 

và 

` Hi 
2 “——~x “S- 
ï -2 ` 2 =3 


TT J0 M4 vao v4: ? 
67. a) Đường thẳng đ đi qua điểm M⁄(-2 ; 1 ; —1) và có vectơ chỉ phương ứ (1 ; 2 ; —2). 
Ta có M,M = (—4 ; ~2 ; ~2)—= Lñ,MạM | =(-8 ; 10; 6) 


= 4(M,,.4) = [s. [| V(8Ÿ +10 +6” _ V200 - — 
AlP+22+(2)2. +(27 c3 


b) Ta xác định được một vectơ chỉ phương của đ là  = (4; —2; 1). - 
Mặt phẳng (2) đi qua M4(2 ; 3 ; —1) và vuông góc với đ có phương trình 
4(x- 2) — 2(y— 3) + lZ£+1)=0 
hay 4x—-2y+z—1=0. 
Gọi HH là giao điểm của đ và (ø). Toạ độ điểm H là nghiệm của hệ : 
4x—-2y+z—1=0 
x+ 2z—-l1=0 =H= lá: T. 
" ' 14` 14' 147 
x+3y+2z+2=0 
Khi đó 


32 32 gÀẺ 
đ(MQẹ, đ) = puH= 2~— 1) `. tÍ-+] 


SẺ 


” 
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49022 


c) đ(M,ạ, d) = . 
đ) đ(M,ụ. TC 


68. Vectơ chỉ phương của đường thẳng đ là # = (1 ; 1 ; 3), vectơ pháp tuyến 
. của mp(2) là  = (2; 1; -1). 


69. 


192 


Vì 7. =0 nên 7 L #. Dễ thấy Mí #£ (œ). Do đó đ // (2ø). 
Khoảng cách từ ẤM tới (œ) bằng khoảng cách giữa đ và (2) nên 


j8 0h 1a 


J22+02+12 46 3 
a) Đường thẳng đ¡ đi qua điểm M„(1 ; -l ; 1) và có vectơ chỉ phương 


# =(1;—1 ; 0). Đường thẳng đ; đi qua điểm M, (2; - 2 ; 0) và có vectơ 


chỉ phương #' = (1; 1; 1). Vì M¿Mj =(1;-—1; -1)=—u' nên hai 
đường thẳng đó cắt nhau, do đó khoảng cách giữa chúng bằng 0. 

b) Hai đường thẳng song song. 

Khoảng cách giữa chúng bằng khoảng cách từ một điểm thuộc đường 
thẳng này tới đường thẳng kia. 

c) Cách 1. Đường thẳng đ¡ đi qua MQ(1 ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương 
Hị 1:52:53). | 


Đường thẳng đ; đi qua M, (2 ; —1 ; 0) và có vectơ chỉ phương u; (1; 1; 1). 


Khoảng cách giữa đ¡ và đ; là 


uc 


[z.z]MM|- 
a8 _ r5 


In „2 


Cách 2. Gọi (ø) là mặt phẳng chứa đ; và song song với đ¡. Khi đó, (2) đi 
qua M}(2; - 1; 0) và có vectơ pháp tuyến 7 = [i,,, | =(—1;~4; 3). 


Phương trình của mp(2) là : x + 4y — 3z + 2 = Ö. 
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lI+4.2-3.3+2|_ v26 
Vl+1l6+9 l2. 


Vậy (4đ, d;) = d(M,, (ø)) = 


đ) đ(ä, d;) =V13. 


70. 1. côsin của góc giữa đường thẳng và các trục Óx, Óy, Óz lần lượt là : 


x6 x6 v6 
3 `6 `6. 
2. Gọi ø là góc giữa hai đường thắng đã cho 
xa. Jj. ˆ. ; 
| 14 7726 
71. Gọi ø là góc giữa đường thẳng A và mặt phẳng (ø) 
a) sin Ø= —=— : ).  . 
3414 3 
c) @= 30”; d) ø= 302. 


72. a) Phương trình của đường thẳng đi qua điểm M,(I ; -1 ; 2) và vuông góc 
với mặt phẳng (2ø) là : 


x=l+2/ 
y=-l-f 
z=2+21. 


Gọi Mẹ, (x ; y ; z) là hình chiếu của É„ trên mp(ø). Toạ độ của ÄM„ thoả 
mãn hệ : | | 
x=l+2/ 

y=-l~-f 19 

5= 2È 2 | 9. 

2x—=y+2z+12=0 

29 10 2) 


Tớ 
By AE =(I¿2:-3ð), AE s(-3vý4:<= | AB,AC | =(14; 10; 2). 


Vậy Mẹ -Í 


Lấy một vectơ pháp tuyến của mp(ABC) là # = (7; 5 ; 1), ta có phương 
trình của mặt phẳng (ABC) : 7x + 5y +z — 37 =0. 


13-BTHH 12 - NC - A 193 
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Đường thẳng đi qua Ð và vuông góc với mp(ABC) có phương trình : 


x=l+ 71 
y=l+ðí 
z=l+í. 
Toa độ hình chiếu Ð' của D trên mp(ABC) thoả mãn hệ 
x=l+i 
y=l+5ðí 
z=l+íf 
7x +5y+z—-37/=Q0. 
81 13 33 
Suy ra D'= K) 


s(#:Š:-‡) 
34'`17` 34/7 


73. a) Trước hết, ta xác định hình chiếu vuông góc H của Mẹ trên (ø). Gọi đ là 


đường thẳng qua ẤM và vuông góc với (2), ta có 


x=2+í, 
đc 1Àý=- tố 
z=Ì-t. 
Toạ độ điểm (+; y ; z) thoả mãn hệ : ` 
x=2+f 
y=~—3+3/ 28 15 5 
z=Ì]—-ƒ =m-Ífh-18} 


x+3y-z+2=0 


Gọi M' là điểm đối xứng của M, qua mặt phẳng (ø) thì H là trung điểm 


của M„M' nên ta có : 


2 II 
»ụ =3 _ lỗ =( rốn] 
5" mjm" y7" nã. n/ 
Zm +l_ 53 
ST 


._ (48 24 65 
b) A'= | 451 a8115) 
._ (12,18 34 
TC, 7) 
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74. (h.102) _ 
a) Theo chú ý ở bài tập 52, ta nhận thấy hai điểm A, B ở khác phía đối với mặt. 
phẳng (2). 
Gọi A' là điểm đối xứng của điểm A qua mặt phẳng (2), ta có : 
|MA - MB| = ÌMA'- MB| < A'B (không đổi). 
Dấu "=” xảy ra khi Á' nằm giữa hai 
điểm B, M hay M là giao điểm của 
đường thẳng A'B với mp(2). 
Vậy bài toán được giải theo trình tự sau : 
* Xác định điểm A' đối xứng với điểm A 
qua mp(2), làm như bài 73, ta có 
A'=(-1;3;-—2). 
* Tìm giao điểm Mí của đường thẳng 
A'B với mp(2). 


Hình 102 


x=-l+&8i 
Đường thẳng A'B có phương trình : 4 y = 3 — ¿ 
Z=-~2- Ìlt. 
Toạ độ điểm Ä⁄(x; y ; z) thoả mãn hệ : 
x=-l+8¡ 
y=ầ3ä-f 
—=>=l=M=(7;2;-13). 
Z=~2— lÌl¡ 


2x-y+z+1=0 
Vậy |MA — MB| lớn nhất khi M = (7 ; 2 ; —13). 
b) Gọi 7 là trung điểm của đoạn AB — ¡ = (5 ; 2; 5). 
Ta có MA + MB = 2Mi = ÌMẢ + ME| = 2MI. 
Vậy |MA + MB| nhỏ nhất c M/ nhỏ nhất với 1 cố định và M e (a) © M 
là hình chiếu vuông góc của ? trên mp(ø). 
Toạ độ của M⁄(z ; y ; z) là nghiệm của hệ : 


*X=53*+/ 

y=2+í | : 
—=f=—~-5—=M=(0;-3;0). 

Zz=5+f 


x+y+z+3=0 
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Kết luận : [MA + MB| nhỏ nhất (= 2MI =10AÍ3) khi M = (0; -3 ; 0). 


75. a) Ta có BC = (1 ;—L ; 7). Phương trình đường thẳng BC là _ 


x=4+í 
y=-í 
Z = —3 + Ít. 


Phương trình mp(2) đi qua Á và vuông góc với BC là : 

— 1œ+1)—1-3) + 7Œ - 2) =0 hay x— y + 7z — 10=0. 
Gọi H là hình chiếu của điểm A trên đường thẳng BC thì toạ độ của 
H(x;y;z) thoả mãn hệ : ¬ | 


x=4+í 
y=- -(0-739) 
z=-3+ïí Ki 51” 51 517 


x—y+7z—10=0 
b)H=(1;0;-]), 
76. a) Phương trình mặt phẳng qua điểm Ä⁄„(2 ; —1 ; 1) và vuông góc với 
đường thẳng đ đã cho là 
2(x—-2)+(-1) + l)+ 2Œ — 1)=0<Ầ©2x-y+2z—-7=0. 
Gọi HŒx ; y ; z) là giao điểm của đường thẳng đ với mặt phẳng trên, ta có : 


T7 13 § 
H-( in) 


Gọi IM, (x; y; z) là điểm đối xứng với điểm „ qua đường thẳng đ thì H là 


trung điểm của đoạn thẳng M„¿M¿. Do đó 


*X+2 lï 
_2 9 
y=l.. 
2 9 
z+l 86 
2.9” 
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71. 


b) Ta xác định được vectơ chỉ phương của đ là Hy =(3;4; 2). 


Khi đó phương trình mặt phẳng qua M,, và vuông góc với đ là : 
(œ): 3x + 4y+ 2z + 7 =0. 


-_ Gọi H(x; y; z) là giao điểm của đ và (2), ta có H = (1; =3; 1). 


Gọi Mẹ (x; y ; z) là điểm đối xứng của Mạ qua đ, ta có Mạ=(;:-1; 3). 
c) Ta xác định vectơ chỉ phương của đ : 


z “|| "HÌ Jrp + 
Mạ ”= › : 


-1 -IƑ ŸL 2| 2 -1 
Gọi (Ø) là mặt phẳng qua ⁄/„ và vuông góc với đ, khi đó (2) có phương trình : 
y—z+2=0. 


||=t0:2:-2 


Gọi H là giao điểm của đ với mp(ø), toạ độ của H(x ; y ; z) là nghiệm 
của hệ : 


y+z-4=0 . 
2x-y~=z+2=0=H=(1;1;3). 
y—z+2=0 


Từ đó, điểm M; đối xứng với Mạ qua đ là Mẹ = (0; 3; 5). 

a) Cách 1 : Ta có wạ = (2; 3; ~5), „„: = (3; ~2;—Ó). 

Khi đó vì Pm = (—13 ; —13 ; ~13) nên đường vuông góc chung A có 

một vectơ chỉ phương là # = (1; 1; l). 

Gọi (Ø2) là mặt phẳng chứa đ và A thì (2) đi qua M, (2 ; 3 ; —4) và có vectơ 

pháp tuyến x„ = | u„„ư | = (8; =7; =1. 

Phương trình của mp(2) là : 8(x — 2) — 7Œ - 3) - 1Œ + 4) =0 
©8x-7y-z+l =0. 

Gọi (Ø là mặt phẳng chứa đ' và A thì (Ø) đi qua điểm Mu(—L;4; 4) và có 

vectơ pháp tuyến ng = | m„ |= (q1;4; -5). 

Phương trình của mp(Ø) là : 1(x + 1) + 4Œ - 4) - 5( - 4) =0 


©x+4y—-5z+5=0. 
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Vậy đường vuông góc chung A của đ và đ' là giao tuyến của hai mặt phẳng 
(z) và (/). Nó có phương trình tham số là : 


x=íf 
}=í 
z=l+t.. 


Cách 2 : Điểm M e d có toạ độ là M = (2 + 2t; 3 + 3t ; ~4 — 5t), 
điểm N e đ' có toạ độ là N =(—1 +3';4— 2f';4-— #) 

= MN =(_—3+3# ~2f;1— 2# =3; 8 S—'+ 50). 

MN là đường vuông góc chung của đ và đ' khi và chỉ khi 


MN„, =0 
MN„ = Ô 


2(—3 + 3f'— 20) + 3(1 — 2r'— 30) — 5(8 — r+ 5) = 0 
3(—3 + 3/ — 2?) — 2(1 — 2r'— 3£) — 1(§ - + 5r) =0 


5 '— 38t = 43 II — | 
= 
14 — 5: = 19 ƒ = -]. 
Suy ra M =(0;0;1),N=(2;2;3)—= MN =(2:2;2). 
Vậy phương trình chính tắc của đường vuông góc chung A là 


SN. z-i 


78. a) Ta chọn hệ trục Óxyz sao cho gốc 
toạ độ là A, tia Óx chứa AB, tia Óy 
chứa AD và tia Óz chứa AA' (h.103). 
Khi đó 
A=(0;0;0),8=(1;0;0)- 
D=(0;1;0),A =(0;0;,1) 
C=(;I1;0),B=(1;0;1) 

Œ =#(I?1:]),/)? =(0;y1; 1). 


Hình 103 
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79. 


UY Ta A'8=@ ;0; —T) 
BD=(-ClI;l;-]l) 
= |A'E,B'D| =(1:2; 1).. 
Lại có A'B' =(1;0; 0) nên 
[äz.pp].Az|_ 1 
[asøp]|  % 


1 1 1 — r1 
Ta lại có: P = lo. z1).1=(3:z:0) = E=(—š:01), 


ÁC'=(1;1;1), AP= lo: m1) 


đAB,BD)= 


29 
Suy rà địP1,AC) = LIE.AC }.AP| _ va. 
[iaclj| 2 
_b) Ta có M=[I;0;3].N= Em) 
1Í T.. 
—> MẺ =(~1;3:3). NC"= 2:01] 


= MP.NC` =0 > MP L NC. 
Mặt phẳng (PA!) có vectơ pháp tuyến : 7 = [AP,Ai ] = (-ig: -2)} 
Mặt phẳng (DCC'D') có vectơ pháp tuyến là AD = (0; 1; 0). 
Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng trên thì 


COSØ = An = 2 
h||Ap|.3 


Chọn hệ trục Óxyz sao cho gốc Ó là 
điểm A, tia Óx chứa AB, tia Óy chứa 
AD và tia Óz chứa SA (h.104). Khi đó 


A=(0;0;0),B=(a;0;0), 
C=(a;a;0),D=(0;a;0), 
=(0;0; 2a), M=(0;0;a), 


N=|0:5:4). 
2 Hình 104 
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a) BC= (0: a; 0), 
BM =(-=a;0; đ) 
—— — a 0| 
= | BC,BM | = : 
0 
Do đó, mặt phẳng (BCM) có một vectơ pháp tuyến là (1 ; 0 ; l), suy ra 
phương trình mặt phẳng (BCM) là : 


0 0 


4q -=d 


Ệ q 2 S¿ 
" “iu ÔU°(@ Ì. 
sến| ( ) 


° 
qạ 


l(x—a)+ lŒ—0)=0<>x+z-a=<=0. 


Vậy khoảng cách từ A đến mp( BCM) là 


ảá(A, (BCM)) = —_—=—— Ca _ ca 


J?+2 V2 


Ta lại cé : BŠS= (~a ;0; 2a), CN =Í-a:-5:2], $%C =(4;đg; -2a). 


—q 0 2 
| -Í 2._ „à, 
› qạ =ị(q ;.—=đ ,— 

na 2 

z 


=> | BS.CN |.SC =đÌ-a ~g =-g.. 


0 2a 2 
— —¬ a_ -q 
Suy ra |BS,CN |=|| a bị 


Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng ŠSð và CN là 


| B5.CN |.sc| 3 3 
4(SB,CN)= =————_I= _a` ==. 

[Bs.cw | "Tư ẽẻv 

g t8 bền  ổ 


b) Vì | 5C,SD. = (0:2a:z°] nên mp(SCĐ) có vectơ pháp tuyến # =(0;2; 1). 
Vì |58,5C | = (2z :0; z7] nên mp(SBC) có vectơ pháp tuyến ø' = (2;0; 1). 


Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng (SCD) và (SBC), ta có 
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80. 


;. 6) 
c) Vẹ xpcp = 3a..24 = s4. 


Vì M là trung điểm của SA suy ra đ(S, (BCM)) = d(A, (BCM)) = -f=. 


M2 
Hình chóp S.ABCD bị mp(BCM) chia thành hai phần, trong đó có một phần 
là hình chóp S.BCNM. Hình chóp này có đường cao bằng đ(S, (8CM)) = N.) 


và đáy là hình thang BCNM có diện tích bằng 22+ ;) ở JÔ œ ng 


1 3247 a3 


Suy ra : Ức sen = CIREEPTNB ho ti 
Vậy tỉ số thể tích giữa hai phần của hình chóp S.ABCD chia bởi mp(BCM) là : 


24) _a` 


3 4 
a) Ta nhận thấy mp(P) // mp(ŒP?). 


Si 
: 


Gọi A là giao điểm của đường thẳng ở với mp(P)). Toạ độ (x; y ; z) của A 
x+y+z+l1=0 

là nghiệm của hệ :4 x— y+z_—1=0. `" ; =]), 
x+2y+2z+3=0 

Gọi Ö là giao điểm của đường thăng ở với mp(P¿). Toạ độ (x ; y ; z) của B. 
x+y+z+]l=0 

là nghiệm của hệ :4 x - y+z_—1=0_ .SuyraB=(5;-1;-5). 
x+2y+2z+7=0 

Tâm / của mặt cầu phải tìm là trung điểm của đoạn thẳng AB. 

Do đó ï = (3 ; —1 ;—3). Bán kính của mặt cầu phải tìm là 

R=d(.(P\)= -2-6+3 _^. 


v9 3 


Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là : 


(x— tìM tớ b/ÐẺ +(z+3)2= 


S5 
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b).Gọi /{a ; b ; c) là tâm của mặt cầu cần tìm, do 7 e đ nên 
2a b1 c+1 [a-2b+2=0 
2 1L 2 
Vì mặt cầu (S) tiếp xúc với cả mp(P¡) và mp(P;›) nên : 
đŒ, (P\)) = đŒ, (P¿)) = R | 
l#ẻ+b—2c+35]_ la-b+c+21 ligddeid, 
© ——————==—e© ^ 


N3 ˆ KT 3a—c = —-Ï. 


Kết hợp với điều kiện trên ta có : 


a—=c—-1=\Q. 


a—=2b+2=0 
a—2b+3c—3=.0 

a—=2b+2=0 

a~c-1=0 =I,=(4:-l;—5)8e =— 
3a-c+7=0 v6 


Vậy có hai mặt cầu có tâm nằm trên ở và tiếp xúc với (P;).(P;). chúng có 
phương trình là 


(-tÏ(-1-(-Ÿ-# 
3 7a 3) 727" 
50 


(x+4}#+(y+ĐÐ+(œ+5Ÿ Ki 


81. Với điểm M(x;y;z) bất kì, ta tính được các khoảng cách từ M tới đ¡ và đ; là :. 


=\jŒG-U2+x⁄,  hạ=4(¿+1+ÿẺ. 


M cách đều đ¡ và d; khi và chỉ khi 


Bị te tí” =AŒ +1 +? 


=. ~2z=y +2z 
`. -y = 4z. 
Xét các trường hợp sau : 


+ Mí e mp(Óxy), khi đó z = Ô suy ra cản y =0, | 
Vậy quỹ tích điểm M là cặp đường thẳng y = +x nằm trong mặt phẳng z = 0. 
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+ M c mp(Óy), tức là x = 0. Quỹ tích điểm # là đường parabol y = -4z 
nằm trong mặt phẳng x = 0.. 
+ Ä/  mp(Óxz), tức là y = 0. Quỹ t tích điểm M là đường parabol x° =4z 
nằm trong mặt phẳng y = 0. 
82. Gọi đ; là đường thẳng qua M,, (Xo ; Yo ; Zo) và song song với trục Óx thì đi 
có vectơ chỉ phương là (1 ; 0 ; 0). Ta có phương trình của đ;, là 


X=#ec+f 
đị: Ýÿ =ÿ 
Z=Zo. 


Gọi M; là giao điểm của đ¡ với mp(2). Toạ độ (x:y;z) của Mị thoả mãn hệ 


*X=#e +í 
3” sỞ 
Z = 7o 


Ax+By+Cz+D=0 


Áx, + By, - +ÐD 
Axs + By, + Cz¿ + ? 
n : 


—= M,My\ — 


Tương tự, gọi đ; là đường thẳng đi qua Ä⁄„ và song HP với Óy, đ; cắt (đ) 
tại M› thì 


MụM; = 


Axs + By, +Cz¿ + ” 
—B 


Gọi đ; là đường thẳng đi qua ẤM, và song song với Óz, đa cắt (2) tại Mạ thì 
Axe + By, +Cz¿ + ° 


Dễ thấy M„M\q, M„M›, MựụM: đôi một vuông góc, do đó 


|Áx BI 227 Trợ 67) + ĐỆ. 


1 
Vụ wyMyM; = MoyM\.M,M;.M¿M: = 
6 6.|A.B.C| 
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83. a) Đường thẳng đ' là giao tuyến của hai mặt phẳng có vectơ pháp tuyến là 
ï =(0;3; —]1) và nh= (3 ; 3 ; -2) nên đ' có một vectơ chỉ phương là : 


Vectơ chỉ phương w„ của đ là w„ =(2; 1; —1). 
Vì u,.u„ =0 nên đ.L đ. 
Ta dễ chứng minh đ và đ' không có điểm chung (hệ phương trình lập ra từ 
phương trình hai đường thẳng này vô nghiệm). Vậy chúng chéo nhau. 
b) Ta lấy một điểm A nào đó thuộc đ'. Chẳng hạn cho y = 0 thì z = ~7, x = l, 
'ta có A(1;0; —7) e đ. Vì đ_L đ' nên mặt phẳng đi qua Á và vuông góc với 
d sẽ đi qua đ: Vậy phương trình mặt phẳng (P) là : 
2(œx—1)+(y-0)-Œ+7)=0 
_©2r+y_-z-9=Q0. 


Toạ độ giao điểm Hf(x; y ; z) của đ và (P) thoả mãn hệ 


Ä=13 2ƒ 
g nưn " -( 2n] 
mm. | BH TS 0ỆP 3133} 


2x+y—-z—-9=0 
c) Mặt phẳng (Ó) song song với mp(Óxy) nên có phương trình 
z=m_ (mz#0). 


Toạ độ giao điểm Ä(x ; y ; z) của đ và (Q) thoả mãn hệ 


= M = (5 - 2m; Ì —m; m). 


Toạ độ giao điểm Mf(x ; y ; z) của đ' và (Ó) thoả mãn hệ :_ 
3y—z—7=0 
ây + 3y ~2z — 17 = 0< MỸ Ỉ 


Z —=T 


—., 
3" 
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Gọi 7 là trung điểm của MM' thì 7 = E BH Su: S0bE cú } 


6 7 3 7 
Vậy quỹ tích của / là đường thẳng có phương trình tham số 
mm 25 —- 5m 
6 
¬-=-‹< 
„.= = › 
? = mì 


"..... . 
bỏ đi điểm [3n] (ứng với m = 0).' 
a) A„ là giao tuyến của hai mặt phẳng với các vectơ pháp tuyến là 
mị (m ;1¡ —m) vàn (1; —m;1). Vậy A„„ có vectơ chỉ phương là 


—_¬ 


Hư = | m1 ]= (1 — mỸ ; —2m ; —1 — m'). 
Trục Óz có vectơ chỉ phương k= (0;0; 1). 

Vậy nếu gọi Ø„ là góc giữa hai đường thẳng A„„ và Øz thì 
# l+m?— | 


lạ|lÈ (1— m2) + 4m” + (+ m2) 2 


Suy ra Ø„ = 45” (không đổi). 
Điểm M(x; y; z) thuộc A„„ khi toạ độ của Mí là nghiệm của hệ 
x + y— mz — | =0 
4o “2 
Khử z từ hệ phương trình (*), ta được phương trình 
2m# + (1 — m2yy — 1 — m2 = 0 (không chứa z). 
Đây là phương trình của mặt phẳng (øz„„) chứa A„„ và song song với trục Óz. 
Do đó, khoảng cách giữa A„„ và Óz bằng khoảng cách từ gốc Ó0(0;0; 0) 
thuộc Óz tới mp(ø„). Vậy khoảng cách đó bằng : 


ý L1 — mì] 


=—._ 
\4m2 +(1— m”)}Ÿ 


= 1 (không đổi). 
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S5. 


206 


b) Toạ độ giao điểm của A„„ và mp(Óxy) là nghiệm của hệ : 


x + y = ] 
X — my = m 
z=Ð0, 


Bình phương hai vế của hai phương trình đầu của hệ rồi cộng lại, ta suy ra | 


x“+ y =m 

Z-.= 1Ú. Ƒ 
Vậy tập hợp các điểm M là đường tròn tâm Ó, bán kính bằng 1 trong mặt 
phẳng toạ độ (Óxy). 
a) Đường thẳng đ¡ có vectơ chỉ phương là m =(8;4; 1). 


Đường thẳng đ; có vectơ chỉ phương là „„ = (2; ~2; 1). 


Vì |in„uy | = (6 ; =6 ; =24) nên ï = (1 ; —1 ¡ 4) là một vectơ pháp tuyến 
của (P¡) và (P;). | 
Mặt phẳng (P¡) đi qua M;(—23 ; —10 ; 0) nên có phương trình : 
(x+23)- (y+ 10) — 4z =0 hay x— y— 4z + 13 =0. 
Mặt phẳng (P;¿) đi qua M;(3 ; -2 ; 0) nên có phương trình : 
| (éœx—3)—-(y+2)—- 4z =0 hay x—y—4z—5 =0. 
b) Khoảng cách h giữa đi và đ;› bằng làr+ cách từ điểm M bất kì thuộc 


(P,)) tới (P2). Lấy M = (01:3), ta cóg=-EL=12-= 3l _ 18 _. 


c) Gọi (2) là mặt phẳng đi qua đ¡ và song song với Óz, (ø) có phương trình : 
x-2y+3=0_ (Vìn,= là, ÈÌ: 
Tương tự, mặt phẳng () đi qua đ; và song song với Oz có phương trình : 


x+y-l=0 ˆ (vì ng = | wạ, È Ì). 
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Dễ thấy giao tuyến của hai mặt phẳng (2) và (Ø) chính là đường thẳng A 
cần tìm. Nó có phường trình là 


86. a) Ta có ÓA =(1;2;-—1), OB=(—1;1; 1), 0C =Œ; 0;1) 
_ =OÄOB =0, OBOC =0, O.0Ä =0 
= ÓA L OB, OB L ÓC, OC L OA. 
b) Giả sử S(zx ; y ; z) là điểm thoả mãn điều kiện đầu bài. Ta có : 
$4 =(l1-x;2-y;~l~?), 
$B =(1—x;1—y;1—2), 
=8 j‹©ý).1=g): 


S4SB=0 |x?+y2+z?-3y=0 
Ta có : 45B.$C = 0 © x2+y ˆ+z2-y-2z=0 
$C.SA = 0 x ty tz7~2x—2y=0 
y“~Z =0 
= "1"... Ö2 
š 6 _ 3- 
điể 


Khi x = 0 thì y = z = 0, điểm » trùng với điểm Ó. 


: 4...4... .. N.. 
Khix= 2 thì y= z= chân Ệ s37 h là điểm duy nhất khác Ó sao 
cho tứ diện SAĐC là tứ diện vuông. 


c) Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các đoạn AB, AC, ta có M = lo : _ : 0Ì, 


N/=(1;'1; 0), suy ra M, N đều thuộc mp(Oxy). Như vậy mp(ÓØxy) cắt tam 
giác ABC theo đường trung bình MN, do đó chia tam giác ABC thành hai 
phần : tam giác AM và hình ĐH HC: MNCPB. Rõ ràng là tỉ số diện tích hai - 
phần đó là 1 : 3. 
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đ) Ta có AB = (—2;—1 ;2), AC= (0; ~2; 2). 
Vì | AB,AC| = (2;4:4) nên mp( ABC) có vectơ pháp tuyến làn(1;2;2). 
mp(Óxy) có vectơ pháp tuyến là k= (0;0; 1). _ 
Gọi ø là góc hợp bởi mp(ABC) và mp(Øxy) thì : 
b#]'. 2 - 2 


là âu BIRR vXl+4+4 = 
§7. a) Ta có vectơ chỉ phương của đường thẳng ở là # = (2 ; -3 ; 2). 
Mặt phẳng (P) vuông góc với đ, do đó có dạng : 
| (P):2x—3y+2z2+D=0. | _ 
Mặt cầu (S) có tâm 7= (Š ; —1 ; —13) và bán kính ®# = 4308, vì vậy (P) tiếp 
xúc với (5) khi và chỉ khi đŒ, (P)) = ^J308 | 


“¿ JI0 + 3 - 26 + DỊ = 2/2308 


N4+9+4 
© |D -13| = 417.308 = D = 13 + 45236. 


Tóm lại, có hai mp(P) thoả mãn yêu cầu đầu bài là 

2x-3y+2z+ 13+ 45236 =0. 
b) Vectơ chỉ phương của ở là # = (2 ; -3 ; 2). 
Vectơ chỉ phương của đ' là „` =(3;—2; 0). 
Mặt phẳng (Ó) cần tìm có vectơ pháp tuyến ï = PẰm =(4;6; 5). 
Vì vậy phương trình của mp(Ó) có dạng : 4x + 6y + 5z+D =0. 
Để (Q) tiếp xúc với (6), điều kiện là : | 

dự, (@))= \208 © 20=6=65+_Í _ (ng 


X16+ 36 + 25 
D=_-—103 
<> |D - 51| = 423716 = 154—> 
el | ni 


Vậy có hai mặt phẳng (Ó) cần tìm : 
4x+6y+5z—- 103 =0, 
4x + 6y + 5z + 205 = 0. 
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S8. a) 4(Ó, (đ„)) = 


20 20 
“== .......... ước... 
N9m2 + 25(1 — m”) + L6m? V25 - 
b) Từ câu a) suy ra rằng : khi thay đổi, các mặt phẳng # (0) luôn tiếp xúc 
với mặt cầu cố định tâm Ó và bán kính bằng 4. 


c) Mặt phẳng (ø„„) có vectơ pháp tuyến n = (3m ; 5N1— m“; 4m), vì vậy 
(ø„) cắt mp(Óxz) (có vectơ pháp tuyến j = (0; 1; 0)) khi và chỉ khi m z 0. 


Khi đó, giao tuyến A„„ của mp(ø„) và mp(Óxz) là giao tuyến của hai 
mặt phẳng : 


3mx + 5\1— m` y + 4mz + 20 = 0 và y=0. 


Do đó, vectơ chỉ phương của Am là 


| 0 
H = 


Vì m z 0O nên ụì =(4; 0; —3) là một vectơ chỉ phương của A„,. 


0 | 


XU “0 
5j1T— m2 4m| |Am 3m| 


n|~ êm: 9:-8n) 


3m 5NÌ—m 


Do ứ` không phụ thuộc vào nên các giao tuyến A„„ song song với nhau 
khi m thay đổi. 


EÏÌ Ôn tập chương III 
Bài tập tự luận 
89. a) Xét hai vectơ: # =(1; 1; 1) và V= c5 +2; w5y+2; Y5z+2). 


Tacó |#|=A3, |P|=j5(x+y+z)}+6 =6, 
ñÿ = V5x +2 + vl5y +2 + V5z +2. 


Áp dụng bất đẳng thức Jz.v| < |#|.|y| suy ra đpcm . 


b) Xét hai vectơ : # = (sinx:1; 2 —sin x] và ÿ =(1;2 — sin” x ;sin x). 


Từ |.?| < |z|.|y| suy ra đpcm. 
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c) Xét hai vectơ :  = (Jx + m;xÍx + n;Am + n) và p Ằ=(l 21: TÌ. 
=2, vị = v3 Suy ra ƒ(&) = #.ÿ < |f||P| = v6. 


Dấu bằng xảy ra khi Z, Ÿ cùng hướng, nghĩa là 


Nx+m _Nx+n _vNm+n 
L —~ aw 


| 


>Ũ<©x=m=ñn>Q. 


: _ l 
Kết hợp với x + m + = Ì SUY TA X==n=2 


Vậy ƒ(+) đạt giá trị lớn nhất bằng !6 khi x =m =n= 


đ) Đặt ứ = (x+1; y; 2), Y=(-x; — y—1;1),ta cố 
Áp dụng bất đẳng thức | + | < || + |t|. 


A= (x+1 +y?+4+4JZ2+(y+1Ÿ +1>xH. 


Dấu bằng xảy ra khi #,V cùng hướng, nghĩa là 


| 
x=—~ 
 . =—>0U<© W 
› =- —y-]1 Ì 7 
XIN 
^ sấy 1ê cất đó cý nh AE š . | 2 
Vậy A đạt giá trị nhỏ nhất băng VII khi x = —3›y=T: 


e) Trong không gian Óxyz, ta lấy các điểm A(1 ; 1 ; -1), Ö(—I1 ; 1; l1) và 
M(x; y; z). Khi đó AB = 2A2 và 


MA =v(x~ Ÿ +(y—  +(z+ 1ˆ ,MPB =4(x+1)”+(y-1ƒ“+(z—ĐÝ.. 
Từ bất đẳng thức MA + MB > AB, ta suy ra 


Dấu = xảy ra khi M⁄ nằm giữa hai điểm A, 8 hay AM = fAB,0 <r <1. 
nghĩa là . 

x—l=-2/ x=l-2ï 

y-l=0 €‡{y=l 0<¿<tI. 

z+l=2t z=-l+2i 
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90. a) Đường thẳng đ đi qua điểm (12 ; 9; 1) và có vectƠ chỉ phương Hạ (4 nộ 2 1): 
Mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến TR =(3;5;-l). 
Vì tạ, =4.3 + 3.5 + 1.(—1) = 26 # 0 nên đ cắt (P). 


Gọi A là giao điểm của đ với (P), toạ độ điểm A(+x ; y ; z) thoả mãn hệ 


x=l2+át 

=0+3/ 
3 | —==-3—=A=(0;0;~2). 
>:=l#{Ý 


3x+5y—z—2=Ũ 
Gọi ø là góc giữa đường thẳng đ và mặt phẳng (P), ta có : 
sinơ = I77| = mm... = 26. 
ljj| V26VSS V35 
b) Mặt phẳng (P) vuông góc với đ nên có vectơ pháp tuyến là vectơ chỉ 
phương của đ. Do đó, (P') có phương trình : 
4(x— 1) + 3(y — 2) + 1Œ + 1) = 0 hay 4x + 3y +z— 9= 0. 


c) Hình chiếu đ' của đ trên mp(?) là giao tuyến của mp(P) và mp(@), với 
(Ó) đi qua đ và vuông góc với (P). Như vậy, (@) có vectơ pháp tuyến là : 


- P3 3 1| 4l|4 3 
Ho — | Mị.Hp |=— › 
6L“ 7] (§ -IÐ1 3|B 5 
Phương trình tổng quát của mp(Ó) là 
-8§(x — 12) + 7y 9) + 11z-— 1)=0 hay 8x 7y~ I1z—22=0. 


Vậy hình chiếu đ' của đ trên mp(P) là giao tuyến của hai mặt phẳng : 
3x+5y—z—2 =0 và 8x—- 7y- l1z - 22 =0. 


9 


Ì~cs:r:i 


Đường thẳng đ' có phương trình tham số là 


X= DI 
y=-~25 
z = ~2) + 6l. 


d) (P) là mặt phẳng trung trực của BØ' khi và chỉ khi BB' L (P) và Ø1aO 


điểm của BB' với (P) là trung điểm của đoạn thẳng B'. 
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Ta có phương trình đường thẳng B' là 


x=l+ẩ/ 
y=ði 
z=—Ì-t. 
Gọi H là giao điểm của B' với (P) thì toạ độ (x; y ; z) của H thoả mãn hệ 
x=l+3⁄ 
y=5f 2 2 2 S] 
f=—se r?H=|q s77 ' TgRị' 
mem ca 87s ng 
3x+5y-z—2=0 _ 
H là trung điểm của 8B' nên 
Xu = 2Xu — X . 
B—“⁄*H B` 35 
4 "-. 
0y =2~3g= ~Ổ = B= [T TÀI 5) 
31 
Zg.= 2Z —Zg= ~1z 


e) Đường thẳng A phải tìm nằm trong mp(P), đồng thời nằm rong mặt 
phẳng (Ñ) đi qua A(0; 0; ~2) và vuông góc với đ. 


Mặt phẳng (R) có vectơ pháp tuyến nạ = (4; 3; 1) nên có phương trình 
4x+3y+z+2=0. 

Vậy A là giao tuyến của hai mặt phẳng 3x+5y—z~2 =0 và 4x+3y+z+2=0 

suy ra A có phương trình tham số là 


#=Ãi 
y =-—it 


z=-2-— ÌÌi. 
91. a) Vì dy =(2;—1;3), nạ =(1:—1; L) nên z„ và n„ không cùng 
phương, do đó hai mặt phẳng (øz) và (ø') cắt nhau. 


Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng đó, ta có : 


soyøc D2 2| „ EJ+CĐCD+34|-_ 6 __ 2/5 
”ò In„|-Ìnz| — XJ4+1+9AI+l+l V143 —x14' 
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b) MG; y; z) thuộc A khi và chỉ khi toạ độ của ÄM thoả mãn hệ phương trình : 
2x—y+3z+1=0 
x—y+z+5=(0. 

Đặt z = í, ta có 


/ 


X4 2h MEN 
=> 
b3GG iu: y=9-t. 


Vậy phương trình tham số của đường thẳng A là 


xe=1= 2t 
y=9-í 
Z =t. 


c) Vì H là giao điểm của đường thẳng đi qua M, vuông góc với (ø) và (ø) 
nên toạ độ (x ; y ; z) của H thoả mãn hệ : 


x=l+2/ 

y=~—f 9 (-S 9 ) 
Sỹ De =9 ninh ln mờ SỈ: 

z=5+3/ tị T7 ƒ 7 


2x—-y+3z+1=0 : 


Vì K là giao điểm của đường thẳng đi qua M, vuông góc với (ø') và (z') 


nên toa độ (x ; y ; z) của K thoả mãn hệ : 


x=l+f 
y=~—r H =3: 3:3) 
z=5+íf "¬ 2TAh yên 3.j 3 
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d) A là đường thẳng đi qua M,(4 ; 9 ; 0) và có vectơ chỉ phương 
w, (~2:— 1;1). 


Ta có M,M =(—3;-9; 5). suy ra 
¬.. -9 5l |5 -3| |3  -9 
| M,M.ea | =l, ¡j =(—4; 7 ; —15). 


l1 ~2‡|-2 -l 


Vậy 4(M, A) = LM,M. | Mua | (4 +7 + C15 _ V145 
“ÈÖC22+CD2+P M3. 


e) Gọi (Ø) là mặt phẳng đi qua Ä⁄ và vuông góc với A. Phương trình của (Ø) là 
— 2(x~ l)— ly —0) + lŒ— 5) = 0 hay 2x + y — z + 3 = Ũ. 


HẠ 


Gọi J(x ; y; z) là giao điểm của đường thẳng A với mặt phẳng (Ø). Toạ độ 
của / thoả mãn hệ 


x=4-2¡ | 
y5 ¬—.......Ál) 
z={f R W8 "3 1317 


2x+y—z+3=0 


MU chính là đường thẳng qua M⁄, vuông góc và cắt đường thẳng A ; nó có 
phương trình chính tắc là 


x—] 3S Z—5 


II 1/7 hề 


g) Gọi (R) là mặt phẳng qua Ạ (giao tuyến của (2) và KD và vuông góc với 


mp(P) : 3x — y+ Í =0. Mặt phẳng (P) có vectơ pháp tuyến n» =(3:-1;0). 


Khi đó (R) đi qua điểm Ä, = (4 ; 9 ; 0) và có vectơ pháp tuyến 


Ác. 


Vậy phương trình của mp(#) là 


¿ la, Ă: 


Z 


=Ì 


Ilx—4)+3(y—9)+5Œ—0)=0 hay x+3y+5z—-31=0. 
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92. a) Đường thẳng A đi qua W, (3 ; —1 ; 4) và có vectơ chỉ phương (1; 2; 0). 


Đường thẳng A' đi qua ẤN; (—2 ; 0; 2) và có vectơ chỉ phương 


=. l3 Í 
w =||_ 
1 -—I 


Ta có Ly | =(8;-4;-2), NoN¿ =(—5; 1; -2), suy ra 


| " 
=(2:2/4). 


 —3 
TH 1 


Phim" = 8(—5) + (~4).1 — 2(~2) = ~40 z 0. 

Vậy A và A' chéo nhau. | 
b) Gọi (P) là mặt phẳng chứa A' và song song với A, khi đó (P) đi qua điểm 
N¿(-2;0; 2) e A' và có vectơ pháp tuyến np = 2|m.] =(4; -2; —l). 
Vậy phương trình mp(P)là: | 

4(œx +2) T— 2(y—0)— 1l—2)=0 hay 4x - 2y— z + 10=0. 
C) Gọi (Ó) là mặt phẳng qua M⁄,(1 ; 1 ; 2) và vuông góc với A. Khi đó, (Ó) 
nhận vectơ H = (1; 2 ; 0) làm vectơ pháp tuyến. Vậy (Ó) có phương trình : 

lx— l)+2(y—- 1)=0 hay x+ 2y— 3 =0. 

d) Gọi đ là đường thẳng qua M,, cất cả A và A'. Khi đó, đ là giao tuyến của 
hai mặt phẳng (Ø) = (Mạ, A) và (') = (Mẹ, A`. 


Mặt phẳng (Ø) đi qua M„(;1;2) và có vectơ pháp tuyến nạ = ỊM N 1 . 


öO` O? 


Ta có MạN, =(2;-~2;2), u =(1; 2; 0), suy ra 
“1... ẻ 8. ` 
2  0|0 IỊHI 2 

Vậy phương trình mp(Ø) là : 
-4(x—1)+2(y—-1)+6Œ-2)=0_ hay -2x+y+3z—5=0. 


|=c4:2:9 


Mặt phẳng (Ø) đi qua M,„(1;1;2) và có vectơ pháp tuyến ng = |MyN, | 


—————— 


Ta có M,N) =(—3; —1;0), w' =(2;2; 4), suy ra 
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P Nà» “II 
SIM II 


Ta chọn một vectơ pháp tuyến khác của (') là (1 ; -3 ; 1), từ đó (Ø) có 
phương trình là : | : 


0-3 
4 2Í 


-3 
E¿ 


IUI 
Al” 


Zi 
=(-4; 12; -4). 
"Ì ( ° ° ) 


Ix—1)—3(y~1)+1@—-2)=0 hay x-3y+z=0. 
Dễ thấy rằng đường thắng ở là giao tuyến của hai mặt phẳng 
-2x+y+3z—5=0 và x—-3y+z=0 


thoả mãn bài toán. Do đó, phương trình tham số của đ là 


x=-3+2f 
y=~-l+*+íf 
Z=í 


e) đ(A, A)= 


ø) Gọi đường vuông góc chung của A và A' là ở. Khi đó, vectơ chỉ phương 


của ổlầ w„ = [ma] =(4;:-2;—1). 


Gọi (j) là mp(A, ở) thì Œ¡) đi qua W„ và cố vectơ pháp tuyến 


Hạ = L.g | = (-2; h›= 10). Vậy phương trình của (Ø) là 


—2(x ~ 3) + l(y + l) —10 - 4) = 0 hay 2x — y + 10z — 47 = 0. 
Gọi (Ø;) là mp(A', ở) thì (;) đi qua N và có vectơ pháp tuyến 
H = Pm =(6;18;— lì Vậy (Ø,) có phương trình là | 
(Ø;):x+ 3y— 2z +6=0. 
Do đó, đường vuông góc chung ổcủa A và A' là giao tuyến của hai mặt phẳng : 


2x— y+10z - 47 =0 và x+3y-— 2z +6 =0. 
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~< 
x=— 4 


Phương trình tham số của ổ]à + y = = + 2í 


z=4+t. 
93. a) Ta có AB ={2;3; =l], AC =(7;0; —7), suy ra 


— — 3 -l ErI 212 3 
[ae] - | ; Ũ | = (~21;7;- 21). 
0 -7 |7 7| 1 0 


Lại có 4D = (0; 7 ; -7) nên | AB,AC |.AD = 40 +147 #0. 


Do đó A, B, C, D là các đỉnh của một tứ diện. 


196 _ 98 


llF— —1— 
b) Vscp = g|| AB, AC |.AD| = —. 


c) Gọi l{(x Re z) là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện, ta có : 


1A? = IBˆ 
1Aˆ =IC7 
1A? = ID?. 


Từ đó suy ra x = -2,y = l,z = -5. Vậy I=(—2; 1; -5) và R=!A =7. 
Do đó, mặt cầu (S) ngoại tiếp tứ diện ABCD có phương trình : 
():Œœ+2) +(y— Đˆ+Œ+ 5)” = 49. 


x=~—5+3/ 
__ đ) Dạng tham số của đường thẳng đ là : 4 y = —11+ 5 
+ |lz=0-át, 
Toạ độ (x ; y ; z) của giao điểm của đ và (5) thoả mãn hệ : 
x=-5+3/ 
y=~=ll+5 
z=9-—4/ 


lx+2)Ở+(y-UÊ+Œ : 52 = 49 
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= (3í ~ 3) + (5r — 12)” + (—4 + 14)” = 49 
©/-5t+6=0«© bế 
;= 
Khi /= 2 thì x = 1; y=T—l ;z = 1, ta được điểm M⁄(1 ; —1; 1). 
Khi /= 3 thì x=4; y=4; z = -3, ta được điểm N(4; 4; —3). 
Vậy đ cắt (S) tại hai điểm M(I1 ; -1 ; 1) và N(4; 4; —3). 
e) Gọi (P) là mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) tại Ä⁄. Khi đó, (P) đi qua 
điểm M(I ; —1 ; 1) và có VeCtƠ pháp tuyến 0, Hạ =IM = (3;-2; 6). 


Vậy phương trình của (P) là : 3(x — 1) — 2(y + 1) + 6Œ - 1) =0 hay 
_“”..... 
Gọi (@) là mặt phẳng tiếp xúc với (S) tại W. Khi đó, mp(Q) đi qua điểm 
N(4;4;— 3) và có vectơ pháp tuyến Họ =IN =(6;3;2). 
Vậy phương trình của (Q) là : 6(x — 4) + 3(y — 4) + 2( + 3) = 0 hay 
6x + 3y + 2z - 30 =0. 
Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng (P) và (Q), ta có 


—— 


hz¬e| ño|— - II8— 6+ 12 | cố 


coOS ¬——— 
— lzlho| BÌm _Í9+4+36 A36 +9+4 


Ta chọn hệ toạ độ Óxyz có gốc là đỉnh A, tia Óx Chữa AB, tia Óy chứa AD 
và tia Óz chứa AA' (h.105). Khi đó : 


A=(0;0;0) A'=(0;0;za) 
B8=(4;0:0) B=(a:0;:a) 
D=(0;a;0)  D=(0;a;a) 
C=(a;a;0)- C'=(4;a;:a)- 


P= |a;5:4) 


s) Ta có ÁP =[a š Š ¡ đ], 


BC' =(0;a; a). 


Hình 105 
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Gọi ø là góc giữa hai đường thẳng AP và BC', ta có : 


0+ + 
COS #= ————————=———————— = _—— => Œ=45. 


b) Ta có : AP =a ¡ 5 ¡ a), AB =(4;0; 0) AC'=(4;:a;a) 


=> | AP,AB | = 


© t›|e® 


= [AP,AB Ì.AC' =0+ a) -Š - 


3 3 
Vậy VApgc' = slL2P.As].AC]| = c3 = 17 
c) Mặt phẳng (A'D'CB) t8IIE song với trục Óy nên có phương trình : - 

px +gz+m=0 (n0, pˆ + q >0). 
Vì mặt phẳng này đi qua A', B, C nên ta xác định được p = q và n = —pa. 
Cho p = 1, ta được phương trình mp(A''Cð) là x + z - a = 0. Vectơ pháp 
tuyến của mặt phẳng này là 7 = (1; 0; 1). 


Từ giả thiết M e AD',N e DB; AM = DN = k, ta tính được : 


w=[9:£:£).x=|[E: “8=®;ð] 
Vô VÔ Về +42 
— Ík .#\j2=0L k 
Suyra MỸN =| = ;  ——:: -—=.. 
ú $ J2 ®) 
— k „J2 9E | k == - 
Tacó MNn =1.-=+0l “““=^~“|+1.|—-—|=0= MN 1n. 
0 E-i0IE2innau 


Rõ ràng N £ mp(4'D'CB). Suy ra MN song song với mp(A'D'CB). 


. 
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d) Ta có MN” = (#Ï “. (-‡ŸÏ 


= 3k ~ 2a62k + a 


¬ _ 
MN” nhỏ nhất bằng — khi k= ` (thoả mãn điều kiện 0 < k< a2). 


3 
a3 a\2 
NG 


Vậy MN ngắn nhất bằng —R— khi k= 


e) Khi 1N ngắn nhất thì Ta Khi đó MN = Ễ .—. 3#). 

Ta lại có AD' =(0;4;:a), DB = (4; —a ; 0) nên MN.AD' -=0,MN.DB = Ú, 
Vậy MN là đường vuông góc chung của AÐ' và DB. 

Mặt khác AC = (a4; 4; —đ) = 3MN, chứng tỏ MN,AC cùng phương. 
Do N £ AC nên MN /AC. 


95. a) Mặt phẳng (ABC) có phương trình theo đoạn chắn là 5 + Š + 5 = l nên 
có phương trình tổng quát 
3x+2y+2z— _ 0. 
Mặt phẳng này có vectơ pháp tuyến là # = (3; 2; 2). 
Mặt phẳng (A'E'C' có phương trình theo đoạn chắn là à c# h + 2 = l nên 


có phương trình tổng quát 
2x+3y+ 3z - 12 =0. 

Mặt phẳng này có vectơ pháp tuyến là nh= (D0 0) 
Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng đó, ta có 
ln.n| _|6+6+6|} — 18 
hllä] v72 V372 
b) Gọi A là giao tuyến của (ABC) và (A'EC'). Điểm M(x; y;z)< A nên 
toạ độ của Mí là nghiệm của hệ : 

3x+2y+2z-6=0 

nỉ 


COS Ø@= 
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Cho z =0, ta tính được +x = _ = = 
^ . , 6 24 ^ ` Mà MÀ ` 
Vậy điểm ƒ = ¬.“ 0 | thuộc A và vectơ chỉ phương của A là 
.... x- | 
HẠ = sỈm li ]= (0; —1; 1). 
_ [o¡., | 
Gọi đ là khoảng cách từ Ó tới A, ta có : đ= — 
_ lụa 
24 = 24 6 6 
Vì oi =|~Š TT 0Ì, |0. N= vẽ) nên 
(Z} ‹(gj :(šÏ 
d(O ; A)= 5 5 "0 II 18 
2+i : 


c) Gọi Ớ là trọng tâm tam giác ABC, ta có G = Š bộ 1) Vectơ pháp 
tuyến của mp(4'#C' là ø' =(2; 3 ; 3) = 30G. Vậy đường thẳng OG 
vuông góc với mp(A'#'C'). | 
Mặt khác, tứ diện ÓA'R' vuông tại Ó nên trực tâm Ƒ' của tam giác 
A'BC' là hình chiếu vuông góc của Ó trên mp(4 CŒ'). Do đó, Ó, G, H' 
thẳng hàng. 


Để xác định toạ độ của #ƒ, ta giải hệ 


3.= Ôi 
y =3i _ 6 (củ 1) 
= “' n.”” \TI'TH'1/ 


2x+3y+3z—12=0 


đ) Gọi H là hình chiếu vuông góc của Ó trên mp(ABC). Toạ độ của H thoả 
mãn hệ | 


xi | 
y=2t — 6 -Í - 312 - 
" =7 ?HEÀTTT17)172 


3x+2y+2z—6=0 


221 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


Bài 


SAPJP¿ 


Gọi Ó' là điểm đối xứng của O qua mp(AØC). Vì H là trung điểm của OØ' 


_, (36,24, 24 
Lan A4 -( 1” 2) 


Thay toạ độ của Ó' vào phương trình mp(A'8'C), ta thấy không thoả mãn, 
vậy Ớ' không thuộc mp(A BC). 


e) Giả sử (S) có phương trình x” + y” + z” + 2ax + 2by + 2cz + d= 0. 
VìA,A',B, C e (S) nên ta có hệ : 


4+4a+d=0 a=-—4 
36+12a+đ =0 7 
=‡b=c=—-- 
9+6b+d4=0 - ⁄¿ 
9+6e+d=0 đ = 12. 


Vậy (S) có phương trình : xŸ + y” + z”— 8x— 7y ~ 7z + 12=0. 
KỆ ;] và R= hai 
7 2ˆ 
Toạ độ ', C' cũng thoả mãn (S) nên mặt cầu (S) cũng đi qua B, C”. 


(S5) có tâm K = l4 : 


ø) Gọi (2) là mặt phẳng song song với (Óxy) có phương trình z + D = 0 
(D z0). Khi đó (ø) tiếp xúc với (S) khi và chỉ khi đ(K, (2)) = R 


7 V114 7 NI14 
— =—— =——+1 
© l + D NNNG: D 2‡—2—- 
Vậy có hai mặt phẳng tiếp xúc mặt cầu (Š) và song song với mp(Óxy) là : 
“...... 
2 sỹ 


tập trắc nghiệm 

lL(A, 2(C, 3B 4(C©, 5.(D), 6.G), 
7(A), 8D), 9(), 10(A) I1(B, 12.(C), 
13.(D), 14(A), 15.(A), 16.(A) 17.(B) 18.(C), 
19.(C, 20.(D), 2L(A), 22.(B), 23.(A), 24.Œ), 
25.(D) 26.(B), 27.(C, 28.(A), 29.(A), 30.(B), 
31.(D),  32.(D). | 
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ÔN TẬP CUỐI NĂM 


A. ĐỀ BÀI 


Có hay không một khối đa diện gồm một số lẻ mặt mà mỗi mặt có một số 
lẻ cạnh ? 


Cho hai đường thẳng chéo nhau ø, b và hai đường thẳng chéo nhau z, b. 
Biết rằng : 


1) Khoảng cách giữa a và b bằng khoảng cách giữa a' và Ð'. 

1) Góc hợp bởi z và b bằng góc hợp bởi z' và P'. 

Chứng minh rằng có phép dời hình biến z thành z', biến ? thành ?'. 

Xét hình lăng trụ tam giác đều với chiều cao ở, nội tiếp một mặt cầu bán 
kính # (h < 2R) (tức sáu đỉnh của hình lăng trụ nằm trên mặt cầu đó). 

a) Tính cạnh đáy của hình lăng trụ. 

b) Tính thể tích của khối lăng trụ. 

c) Tính J theo ® để mỗi mặt bên của hình lăng trụ là hình vuông. 

Cho tam giác cân ABC, AB = AC. Một điểm M thay đổi trên đường thẳng 
vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại A (M không trùng với điểm A). 

a) Tìm quỹ tích trọng tâm Ở và trực tâm H của tam giác MBC. 


b) Gọi Ó là trực tâm của tam giác ABC, hãy xác định vị trí của điểm M để 
thể tích khối tứ diện OHBC đạt giá trị lớn nhất. 


Cho khối lăng trụ tam giác đều ABC .ABC' có chiều cao bằng j và hai 
đường thẳng AB' và BC' vuông góc với nhau. 

a) Gọi M' là trung điểm của A'B'. Chứng minh rằng AB' L BM'. 

-b) Tính độ dài đoạn thẳng A'' theo ¡. 

c) Tính thể tích khối lăng trụ đã cho. 

Cho hình chóp §S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh z2, cạnh SA = 4a và 


vuông góc với mặt phẳng đáy. Một mặt phẳng đi qui CD cắt các cạnh SA, 
SB lần lượt tại ÄM, N. Đặt AM = +x. 


a) Tứ giác MNCD là hình gì ? Tính diện tích tứ giác NCD theo a, +. 
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-_2, Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC biết SC = - 


19. 


11. 
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b) Xác định giá trị của x để thể tích của hình chóp S.MNCD bằng h lần 


thể tích hình chóp §.ABCD. 

Trong không gian cho các điểm A, B, C lần lượt thuộc các tia Óx, Óy, Óz 
vuông góc với nhau từng đôi một sao cho ÓA = a (a > 0), OB = 442, 
ÓC =c (c >0). Gọi D là đỉnh đối diện với Ó của hình chữ nhật AØBD và 
M là trung điểm của đoạn ÖC. (P) là mặt phẳng đi qua AM và cắt mặt 
phẳng (OCD) theo một đường thẳng vuông góc với đường thẳng AM. 


a) Gọi E là giao điểm của (P) với đường thẳng ÓC, tính độ dài đoạn thẳng ÓE. 


b) Tính tỉ số thể tích của hai khối đa diện được tạo thành khi cắt khối chóp 
C.AOBD bởi mặt phẳng (P). 


c) Tính khoảng cách từ điểm C đến mặt phẳng (P). 

Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác cân, AB = AC = 
mp(SBC) L mp(1BðC) và SA = 5B = a ; 

1. Chứng minh rằng S8C là tam giác vuông. 


” 
Cho hình chóp S.ABC. Biết rằng các điểm A, B, C và các trung điểm A', 8, C 
của các cạnh SA, SB, $C cùng thuộc một mặt cầu bán kính Ẩ. 

1. Chứng minh rằng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC thuộc đường 
cao SH của hình chóp. 

2. Cho góc giữa đường thẳng S$C và mặt phẳng (ABC) bằng 60”, chứng 
minh rằng H là tâm của mặt cầu đi qua sáu điểm A,B,C,A',B',C'. 

Khi đó, hãy tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

Cho tam giác ABC vuông ở A, AB=c,AC =. Trên đường thắng đ vuông 
góc với mp(ABC) tại A, lấy điểm S bất kì, S # A. Gọi „ọ C; lần lượt là hình 
chiếu của A trên SB, SC. 

I. Xác định tâm của mặt cầu đi vn các điểm A, B, C, B¡, C¡ và tính bán. 
kính của mặt cầu đó. 

2. Cho §A =h, tính tỉ số thể tích của hai tứ diện S4B,C, và SABC. 

Cho hình trụ có bán kính đáy bằng Ẩ, trục là ÓØ'. Gọi MN là dây cung 
thay đổi của đường tròn tâm Ó sao cho M⁄N = Ñ. Kí hiệu N' là hình chiếu 
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của N trên mặt phẳng chứa đường tròn tâm Ø'. Gọi 7 và J lần lượt là trung 
điểm của ÓỚ' và MN'. 


1. Chứng minh rằng 77 là đường vuông góc chung của ÓØ' và MN', và độ 
dài 7 không đổi. 


2. Chứng minh rằng mp(MNN) luôn tiếp xúc với một mặt trụ Œ cố định 
(tức giao của chúng là một đường sinh của ). 

12. Cho hình nón tròn xoay đỉnh Š$, đáy là đường tròn tâm Ó. Gọi A là điểm cố 
định và /M là điểm thạy đổi cùng thuộc đường tròn đáy hình nón. Đặt 
AOM = ơ. Gọi Ølà góc giữa mp(SAM) và mặt phẳng chứa đáy hình nón ; 

. khoảng cách từ Ó đến mp(SAM) bằng a. 
1. Tính thể tích khối nón đã cho theo a, ø, Ø.' 
2. Xác định điểm Mí để tam giác SAM có diện tích lớn nhất. 


3. Chứng minh rằng hình chiếu H của điểm Ó trên mp(S4M) thuộc một 
đường tròn cố định. 


13. Trong không gian @xyz cho bốn điểm A(1 ;0; 2), ð(1;1;0),C(0;:0;1) 
và D(I1 ; 1; 1). _ 


. Chứng minh 4A, 8, ŒC, D là bốn đỉnh của một khối tứ diện. 

. Tính thể tích khối tứ diện ABC?D. 

. Viết phương trình đường cao của tứ diện ABC?D hạ từ đỉnh D. 

. Viết phương trình mặt cầu (5) ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

. Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (S) tại đỉnh A. 
. Xác định toạ độ của điểm A' đối xứng với điểm A qua THỆVD E0) 


¬;1 Œœ Cœ: +> C2 2 = 


. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AC và BD. 
14. Trong không gian Oxyz cho mp(P) : x + 2y - z + 5 = 0 và đường thẳng : 


x+I 
P: 


1. Tìm toạ độ giao điểm A của đ và (P). 


đÍ 3 


=y+l=z-3. 


2. Tính góc ø giữa đường thẳng đ và mp(P'). 
3. Viết phương trình mp(Ó) chứa đường thẳng đ và vuông góc với mp(P'). 
4. Viết phương trình hình chiếu vuông góc đ' của đ trên mp(P). 
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16. 


5. Viết phương trình đường tháng nằm trong mp(P) chứa A và vuông góc 
với đường thẳng ở. 

6. Viết phương trình mặt cầu có tâm / nằm trên đường thăng đ, tiếp xúc với 
mp(?) và có bán kính & = 146. 


7. Viết phương trình mp(R) chứa đường thẳng đ và tạo với F00 một góc 


nhỏ nhất. 


. Trong không gian Óxyz cho hai điểm A(3 ; 3 ; 1), 8(0; 2 ; 1) và mặt phẳng 


(Ƒ/17ãấ43W-®+z=j7e=U, 
1. Viết phương trình đường thẳng AỞ. - 
2. Viết phương trình hình chiếu vuông góc của Áð trên mp(?). 


3. Viết phương trình đường thắng đ nằm trong mp(P) mà mọi điểm của đ 
cách đều hai điểm A, Ö. 


4. Viết phương trình đường vuông góc chung của AB và 4. 
5. Tìm điểm K thuộc đường thẳng AB (K z B) sao cho 
d{(K,(P))=a(B.(P)). 


6. Tìm điểm C trên đường thắng đ sao cho diện tích tam giác ABC nhỏ nhất. 


Trong không gian Óxyz cho hai đường thẳng 
y—2 z+4 x+8 8.= 10 
d ;: VXV=———-= à ' = — 6 = ————-. 
§P đề An TA GA TNG =Í 


I. Chứng minh hai đường thăng đ| và đ; chéo nhau. 

2. Viết phương trình mặt phẳng chứa đ; và song song với đ). 

3. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng đ¡ và đ›. 

4. Viết phương trình đường thăng đ song song với trục Óx, cất đ¡ tại M, cất 
đ› tại N. Tìm toạ độ các điểm M, N. 


5. Gọi ÁB là đường vuông góc chung của đi và d› (A e đi, B e d›). Hãy 
viết phương irình mặt cầu đường kính A8, 


17. Trong không gian Óxvyz cho tứ diện ABC với A(øz ; 0; 0), 8(0;5;0)„ 
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C(0:0;c),a,b,c>Q0. 
1. Chứng minh tam giác ABC có ba góc đều nhọn. 
2. Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC. 
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3. Kế ÓH 1Ì mp(ABC), H e mp(ABC). Tìm toạ độ điểm H theo ø, Ð, c. 

4. Xác định toạ độ điểm Ø' đối xứng với điểm Ó qua mp(AðC). 

3. Kí hiệu § = Sapc. Šị = SoAp› 52 = Sopc› Š3 = Šoca: 

Chứng minh $Ÿ = SỐ + S2 + S2. 

6. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm AB, BC, CA. Chứng minh rằng : 
| Ị | l 


mp(OMN) L mp(OMP) © -s†ry=: 
a“  b É” 


7. Chứng minh rằng với mọi điểm P trên mp(ABC), ta đều có : 
AP“ BP”` CP° HPẺ 
"XUANSE10224GE-XÊOAIEEEE: 

-AO BO co HO“ 


+2. 


B - LỠI GIẢI - HƯỚNG DẪN - ĐÁP Số 


Giả sử tồn tại một khối đa diện =⁄gồm & mặt và c cạnh thoả mãn yêu cầu 
của bài toán. Gọi c¡ là số cạnh của mặt thứ nhất, c; là số cạnh của mặt thứ 
hai,.... œ là số cạnh của mặt thứ &. Theo giả thiết thì #,é¡,c›,....c, là 
.. những số lẻ. Vì mỗi cạnh thuộc đúng hai mặt nên ta có : 
" Eị ý PuaePÔp S Jếa 
Điều này là vô lí vì vế trái của đẳng thức trên là một số lẻ, còn vế phải là một 
số chắn. Vậy không có khối đa diện nào thoả mãn yêu cầu của bài toán. 
(h.106) Gọi P@ là đường vuông 
góc chung của z và b, trong đó 
Peca,Qcb. Gọi PO' là đường 
vuông góc chung của 4` và ?, 
trong đó ?' e z, Ợ' e ð'. Theo giả 
thiết PQ = P'Ợ.. 
Gọi c là đường thẳng đi qua P và 
song song với b, c' là đường thẳng - 
đi qua 'ˆ và song song với Ð'. Theo 


giả thiết, góc giữa z và c bằng góc Hình 106 
giữa a” và c”. 
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V= SApc ‹h = 
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Lấy lần lượt trên z và c các điểm A, C sao cho PA = PC = PQ. rồi lấy lần 
lượt trên a' và c' các điểm A', C' sao cho P'A' = PC '= P@' và góc APC 
bằng góc 4'P'C"'. Từ đó, dễ thấy hai tứ diện POAC và P@'A'C' có các 
cạnh tương ứng bằng nhau. 

Vậy có một phép dời hình ƒ biến tứ diện POAC thành tứ diện P'Œ'A'C'. Khi. 
đó, ƒ biến hai đường thẳng a, b lần lượt thành hai đường thẳng đ' và ?'. 
(h.107). 

a) Gọi Ó là tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình lăng trụ, 7 là hình chiếu của Ó 


trên mặt phẳng (ABC). Khi đó ta có : A =@B= ÓC =R, OI = - . Tam giác 


2 
OAI vuông tại ï nên AI” = OA”— Of” = R” — = 


IA là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều ABC nên 


2 
AB = IA3 = tên) 
Vậy cạnh đáy của hình lăng trụ bằng 


—A|3(4R? — h2). 
Do ) 


b) Thể tích của khối lăng trụ ABC.A'E'C' là : 
AB?v3 „_ 343 
4 l6 


e) Mỗi mặt bên của hình lăng trụ là hình vuông khi và chỉ khi AB = h, tức 


5 J3(4R2—h?) =h © h= J2 (để ý rằng đ*- 5). 


a) Nếu gọi E là trung điểm của 8C (h.108a) thì trọng tâm ỞỚ của tam giác 


Hình 107 


(4R?—h?)h. 


MBC xác định bởi EG = -EM. Từ đó, khi 8 vạch đường thẳng A vuông 


góc với mp(AðC) tại A (M # A) thì G vạch đường thắng A' vuông góc với 
mp(ABC) tại trọng tâm Ð của tam giác ABC (trừ điểm D). 
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Do AB = AC nên các tam giác vuông MAB, MAC bằng nhau, vậy ME và AE 
cùng vuông góc với BC. Từ đó trực tâm H của tam giác ÄM⁄BC thuộc ME 
(h.108Đ). 


M 
A 
C lôi 
A A ` 
E k 
B b 
4) | b) 


Hình 106 
Trong mặt phẳng (AME), đường thẳng vuông góc với ME tại trực tâm /ƒ 
của tam giác MBC cắt AE tại Ó thì do BC L (AEM) nên BC L ÓH, từ đó 
OH L (MBC). 
Ta có BM Ì CH mà BM L ÓOH nên BM 1 (OHC), do đó OC L BM, nhưng 
ÓC } AM nên ÓC L (ABM). Vậy ÓC L AB. | 


Điểm Ó thuộc đường cao ÓC .và đường cao AE của tam giác ABC nên O là 
trực tâm của tam giác ABC. 


Như vậy, khi M e A (M # A) thì #7 là trực tâm của tam giác MBC khi và 
chỉ khi H là hình chiếu của trực tâm Ó của tam giác ABC trên ME. 


Vậy quỹ tích của H là đường tròn đường kính ÓE (bỏ hại điểm O, E) trong 
mặt phẳng trung trực của BC. 


b) (h.108b). 
oHbBC = 2VonpE =3 âm .BE (vì (OHE) là mặt phẳng. lG trực của BC) 


nên Vozpc lớn nhất khi và chỉ khi Sozz lớn nhất. 
Tam giác vuông OHE có cạnh huyền ÓE cố định nên có diện tích lớn nhất 
khi và chỉ khi tam giác đó vuông cân, tức HjEO = 45” hay AM = AE. 


Vậy có hai vị trí của M trên A để Vọ„gc đạt cực đại, đó là các điểm M sao 
cho AM = AE. 
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(h.109) 
a) Ta có CM' LA'B, CM' L AA' > CM' 1 (ABBA) => CM + AB. 


'Mặt khác, theo giả thiết BC! L AB', suy ra AB' L mp(BC'M)). 
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Do đó AP' L BM. 
b) Từ kết quả của câu a), ta đề dàng suy 
ra ABRM'œa ABA^A 
s.. pc. 
BBP` BM 
—=AB.BM =AA.BB 
| _ 2 


=—A'B'ˆ=h 
2 h 
—=A'B' = h2. | _ b 
3 —— Hình 109 
C) VApc.. A'BC' = SA'P'C' .AA'= XL J2) vo 


(h.110). a) Do AB//CD, AB c (SAB), CD C (MNC?D) nên hai mặt phẳng 
(SAB) và (MNCD) cắt nhau theo giao tuyến ÄƒN song song với AB và CD. 


Mặt khác CD L (SAD) > CD L DM. 
Vậy M.NC?D là hình te VUÔNE. 


Vì MN//AB nên ta có —— 30 IỆP Ni 
AB —SA` 
Vậy MN = AB.M _ a5M — vụ — . 
3A q 


Í 
SNCD = 2(MN +CD).DM 
= 2(a=x+ø)VaÊ +x? 
= 20a~xNjs? TÃ”¿ Hình 110 


l 1 lÏ 
b) Ứs Apcp Z 3 ABCD đA= sa = V§.Acp = ŸS.Acp = Ei . 


MS mNxcbp = V§S.wNc + VS.wCD - 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


Mặt khác 
Wwcy _ ŠM §C SN Á“ lÌ= Vgwew _ (“*] 
". 


Vš_Acg 5A %C” S8 
Vs cp — SM SC SD_ SM 


VSApcp 2 


X W$ wcp q—xX 
— — CD. 7 


Wace SA S§C” SD- $A sa Wagcp 24 - 
i 2 
Ÿ§ MNCP — ŸS.MCN IV nón _ VS.MCN „ YSjMCp _ la F n di 
V$ ABCpD V$_Agcp V$ Ascp — ÝS.AgCp ^\ 2 2a 
V h¿ 
Từ đó ta có —Š-#XCĐ - “ > 0x2—27ax+l14a? =0 
S.ABCD 
x = =á (loại vì theo giả thiết x < đa) 
3 
=. 
xe a 
ủ. 


(h.IT]). 

a) Cách 1. Giả sử Ï là giao điểm của ÓD 
và AØ, # là giao điểm của mp(P) với 
CD. Khi đó dễ thấy ba đường thẳng EƑ, 
AM và CïI đồng quy tại trọng tâm Ớ của 
tam giác ABC. 


Đặt OE=k.Ó€. 


Từ giả thiết GA .L ŒE, ta có GA4.GE=0. 


Hình II] 


Mặt khác GA.GE =(OA-ÓG).(OE-OG)_ 
: Lđi-s(04+o8+ 00)| |¿oC~-(04+o8+ ø6)] 


lÊ —- 


—2 
= " .. hy +108” +JOể ——kQOCŒ 
— 3 M 9 9 3 
(vì O4.0B =OB.OC=O€.OA=0) 


| 
= ——đˆ 1. Ø T, _ (vì OA=a, OB = aý2,OC = c). 
3 9 9 9 


Vậy GA.GE = xi ©k= Ä/§w:ÖE ¿: ch. 


3 


` 
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Cách 2. Chọn hệ toạ độ Đề-các vuông góc Oxyz như hình 111 thì 
A =(a; 0; 0), B=(0;aý2 ;0), D=(4; a2 ;0),C=(0;0;), 


M= ẹ GIẾT ‡} Sử dụng giả thiết của bài toán, ta lập được phương trình 


của mặt phẳng (P) là 


c\J2(x-a)—cy+3a1J2z = l), 


Giao điểm của (P) với trục Ózlà E= ị ;0; sÌ suy ra ÓE= T 


b) Vì OẺ=_ ỐC, giao tuyến EF của (P) với (OCD) song song với ÓÐ nên 


DỂ=-DẺ. Ta có 


Vc. AEF __ CE CF _2 2_4 
Vc.Aop _CO CD SIc Sà 
Vemsc CM CE CE _1 2 2 _2 
VWcsop CB CO CD 233 9. 
4 2 L ` .c VCAEME — Ì 
Vậy W-aor [+ 2b Vẹ. AOBD —~ —ÝC.AOBD › từ đó ——————=-—. 
39/2 si VApwrppo_ 2 


c) Cách 1. Tứ giác lồi AEMF có các đường chéo AM, EF vuông góc nên có 
diện tích : 


ÐŠ-AEME =AM.EF 
= 2A0? +QJ2+JMˆ? -20D (7 là trung điểm của OP) 


2_ n2 
. a?2+ — ~- 2a 2+3 =XÖ „6n xe, 


2) 2” 
Vậy khoảng cách từ C đến . là 
sac Y2 % 
3V 2acx6 
á(C, (P)) = C.AEMF__ 3 = 


SAEMF X3 Jemn xe 3964? +c? 
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Cách 2. Sử dụng cách 2 của câu a), ta tính được khoảng cách từ điểm 
C(0 ; 0 ; c) đến mp(P) có phương trình c/2(x—4)—cy+3axJ2z =0 là 


LaeX2 + 3ac2| — 2ac^|6 
\2c?+c2+18a2_ 3c2+6a2_ 


d(C,(P))= 


§. (h.ll2a) 


1. Gọi 7 là trung điểm của BC, ta có A! L BC. 
Do (SBC) 1 (ABC) nên A7 Ì mp(S%C), suy 
ra ASẢAƒ vuông tại Ï. 


Các tam giác vuông S4!, BAï có !A chung, 
AB = AS, do đó !B = IS, mặt khác 7B = IC, 
suy ra tam giác SBC vuông ở §. 


2. Vì IB = IC = IS và AI 1 (SBC) nên tâm Ó 
của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC 
thuộc đường thẳng 4i, suy ra Ø là tâm 
đường tròn ngoại tiếp tam giác cân ABC và 
bán kính ® của mặt cầu ngoại tiếp S.ABC 
- cũng là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam Ả 
giác ABC. 
Gọi J là giao điểm thứ hai của A! (h.112b) 
và đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC thì 
AJ = 2R và ABỸ = ALAJ hay a” = AL2R 
2 
a 


=> R=—.. | 
2AI q) _ Hình 112b 


Mặt khác 


Hình l12a 


J 


BC” =SB + @C?=ad? 4g ƒằe 
và AI? = AB? - BỊ? = a?- “—=a?- = “—=Ali= 


Thay (2) vào (1) ta có ®Ñ = ái 


* 
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Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


3 3 
Vậy thể tích khối cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là 3n , 


94/3 - 


9, (h.l1l3) 

1. Vì A, B, A', B' cùng thuộc một mặt 
cầu và A'8'//AB nên ABPA' là hình thang 
cân, từ đó SA = $5. Lập luận tương tự ta 
có 5B = SC. 

Vậy SA = Š5B = SC. 

Suy ra đường cao SH của hình chóp 
S.ABC chính là trục của tam giác ABC. 
Do đó, tâm của mặt cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC thuộc ŠSH. Hình 113 


2. Ta sẽ chứng minh chính là tâm của mặt cầu đi qua các điểm A, B, C, 
A,B,C. Thật vậy, do SH L mp(ABC) nên $CH = 60”, từ đó HC = ssC, 


mặt khác C*§ = C'C nên HC' = sắc. 


Từ chứng minh trên ta có HA = HB = HC = HC' = HA' = HB', tức H là tâm 
của mặt cầu đi qua A, 8, C, A', 8, C. | 

Gọi Ở là trung điểm của C'C thì G L SC. Kẻ C'H' song song với GH 
(H'<SH) thì HS = HC, từ đó H' là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp . 
S.ABC và H'S là bán kính mặt cầu ngoại tiếp S.ABC. 


Ta có H'S“ = H'C^+ SC'”, mặt khác 


Hiếhs 2 HƠi.HGie EY „Sợ! siền sử 
| 2 RJY R 4R2 
Từ đó H'$SZ Ễ So) RˆS -‡: 8 s-— 
6) 3 
`. _- x...- : lónR? 
Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là 2N 
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œ 
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(h.114) 

1. Ta có AC L mp(S4) nên AC L S58, 
từ đó $B L B¡C tức là BB,C = 909. 
Tương tự ta cũng có BC,C = 00”, 
Vậy tâm mặt cầu đi qua Ö, €, A, 
Bì, C¡ là trung điểm Ó của BC. 


Ta có AO = JgỒ, 


Đ¿ 
BC? = AB + AC” = bˆ + cẺ. 
TY 
Từ đó bán kính mặt cầu bằng 
2 Hình l14 
2. Ta có 
Wouec _ SA SB, $C, _ SB,.SB SC,SC _ SA? SA? D 


Vực SA SB SC  SBỐ ` $C” S8 'SC” (n+c°)(hR+b°)) 
Vậy tỉ số thể tích của hai tứ diện S4B,C, và SABC bằng 
ho 
(ñ2 + p2](0? + cŸ] 

(hl1l5) — 

1. Hai tam giác vuông Ó@Ø'N' và 'OM 
có OỚ' chung và Ở '`N' = OM nên chúng 
bằng nhau, từ đó /ÄMƒ = IN'. Mặt khác 
JM =JN nên lJ L MN'. 

Cũng dễ thấy các tam giác OMN' và 
O'NM bằng nhau, từ đó ÓJ = Ø7 ; mặt 
khác !Ó = ïØ' nên J 1L OỚ.. 

Vậy /JJ là đường vuông góc chung của 
OØ' và MN. Hình 115 


Rx3 


> và lJ = ÓK, tức là độ dài /J 


Gọi K là trung điểm của MN thì ÓK = 
không đổi. | 
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R43 


: — 3 
2. Từ J = 2 


và JI L OO' suy ra điểm / thuộc mặt trụ có trục là ØÓ' và 


R43 


bán kính mặt trụ bằng —5— Mặt khác từ //J L MA, 1J L OO' suy ra 
Jj 1 mp(MNN”), tức là mp(MNN) tiếp xúc với mặt trụ cố định có trục 


Rx3 


là Ø, bán kính 2 


12. (h.116) 


1. Gọi / là trung điểm của AM thì Ó! L AM và $J L AM, từ đó SIO = Ø. 
Gọi H là hình chiếu của Ó trên S/ thì Ø⁄ .L mp(SAM), từ đó ÓH = a. 
OH a 
Ta có Oï = = 
§ hiến ng nu 
Oï a 


ữ : 22 
CS sỉn 8cos> | 
ẤP a 
SƠ = Olt =——. =—. 
q2 K UP sin Ø bà 4 cos 
Từ đó thể tích khối nón đã cho là 
3 


VY=—————. 
Ớ... 
3cos7 a.sin” 8cos8 Hình 116 


2. Ta có Šxcuyy = 5 SA.SM sin A§M = s54? sin ASM. 


Vì SA không đổi nên SAcu„ lớn nhất © sin 49M lớn nhất. 


- Dễ thấy ASB > ASM (B là điểm đối xứng của A qua Ø). Vậy có hai 
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trường hợp : 

a) 0< ASB < 90°. Khi đó sin ASM < sin ASB, từ đó sin 4SM lớn nhất khi 
và chỉ khi Mí trùng với 8. 

b) 90° < 4S < 180°. Khi đó sin 4SM7 lớn nhất khi và chỉ khi 4SM = 909. 
Vậy có hai vị trí của Ä⁄ trên đường tròn đáy hình nón để diện tích tam giác 
SAM lớn nhất, đó là hai điểm Ä⁄ sao cho ASM⁄ = 90Ẻ. 


13. 
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3. Vì OH !L mp(SAM) nên ÓH L SA. Vậy H thuộc mp(P) đi qua Ó và 
vuông góc với $4 tại K. Ta có (P) là mặt phẳng cố định, ngoài ra 
OHK = 90°, tức là H thuộc đường tròn đường kính ÓK trong mặt phẳng (P) 
nêu trên, tất nhiên đường tròn này cố định. 
1. CA=(1;0;1), CB =(1;1;—1), CÐ =(1;1;0) 
= | CA, €8 | = (—1 ;2; 1) =| CẢ,CB CD =1 z0 
—=A,B,C, D không đồng phẳng hay A, B, C, D là bốn đỉnh của một khối 
tứ diện. 
1l=z =z1=l_1 
2. Vancp = c LCA, Cổ | CD| = —: 
3. Vectơ chỉ phương của đường cao tứ diện hạ từ đỉnh Ð có thể lấy là vectơ 
pháp tuyến của mp(ABC) hay vectơ | C4, C8 | =(—-1;2; l). 
Z=j .Ÿ=]Ì 5=] 

1 2 1. 

4. Phương trình mặt cầu (Š) ngoại tiếp tứ diện ABŒD có dạng 


Vậy đường cao đó có phương trình chính tắc là 


x” tự” 2” — 2ax — 2by — 2cz + d =0. 
Do A, B, C, D thuộc (5) nên ta có hệ phương trình 
2a+4c-d—5=0 
2a+2b-d-2=0 


2c=d~l1=0 

2a+2b+2c—=d—3=0. 
"mm... ..... 
Giải hệ ta có : 4= 2, b = 2›€=az,d=0, 


Vậy phương trình mặt cầu (S) là 
x*+yˆ+z7-3x+y—z=0. 


¬-..:1<.......TT 
Suy ra (Š) có tâm là (3 =—. 3 và bán kính ® = Em 
5. Mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu (Š) tại A có vectơ pháp tuyến là 
= | 1 3 | 
Ai =[ ° 2 ° -3)=s0 ° — Ì ° — 3). 
Vậy phương trình mặt phẳng cần tìm là 
(x—l)—(y—0)—- 3(z - 2) = 0 
xey2z+9<B: 
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6. Ta viết phương trình mp(BC?Đ), đó là mặt phẳng đi qua C(0 ; 0; 1) và có 
vectơ pháp tuyến ¡ = | CB, CD | =({l; —1;0). 


Vậy mp(BCĐ) có phương trình : x -y =0. 
Đường thẳng qua A và vuông góc với mp(8CDĐ) có phương trình là 


x=l+íf 
y =-f 
7= 2, 


Gọi K là giao điểm của đường thẳng này với PP th toạ độ của K là 
nghiệm của hệ 


x=l+í 
y=-í Ệ | ) 
_ Ñ. J3 ta so lí 
z>=2 =ẽ 2 6¿ ^ 
x-—y=0 


Vì A' là điểm đối xứng với A qua mp(BCDÐ) nên ta có 
XẠ: t+XA = 2Xk 
yA:' +yaA =2yyg —>A =(0;1;2). 
ZA" È ZA = 27 
7. Dễ dàng nhận thấy BD song song với mp(xÓz) mà mp(xOz) chứa AC nên 
d(AC,BD)=d(B,(xOz)) = 1. 


x=-l+2/ 


14. 1. Phương trình tham số của đ: 4y = —l+ 
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z=3+t. 
Toạ độ giao điểm A của đường thẳng đ với mp(P) thoả mãn hệ : 
xXx=-l+2/ 
y=-l+f 1 [ 1 -2 S) 
bê S6 l6 cố |, 
j=.. ng uy 3) 313 


x+2y—-z+5=0Ũ 
2. Gọi ø là góc giữa đường thẳng đ và mp(P). đ có vectơ chỉ phương 
uạ(2;1;1), (P) có vectơ pháp tuyến np(1;2;~ 1) nên 


— —> 


Hạ-Hp —__ lJ+2-1 - 


sinø = =—=>ø =4300. 
kia||»e| NI —22+12+12.D+22+CIDẺ quÌ” 4i] s41 xe27¬e=Ï)? 
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3. Vì (O) là mặt phẳng chứa đ và vuông góc với mpŒP) nên mp(0) chứa 
điểm (—1 ; —l ; 3) e đ và có vectơ pháp tuyến là 
[na„np | =(~3; 3; 3) 
Suy ra phương trình mp(@) là : x — y— z + 3 =0. 
4. đ' chính là đường thẳng giao tuyến của hai mặt phẳng (P) và (Ø). Vì 
vậy, điểm (x ; y; z) e đ khi và chỉ khi (x;y;Z) thoả mãn hệ 
x+2y-z+5=0 
x—y—-z+3=0, 
hay đ' có phương trình tham số là : 


eo 
b) 
—s_ 
-= 
Z=í 


LẢ 


5. Gọi A là đường thắng nằm trong mp(P), đi qua điểm A[~ ï:.—_ 2. ` 


và vuông góc với đường thẳng đ. Khi đó, A có vectơ chỉ phương 


l = 1P ng] =(—l; 1; 1) nên A có phương trình chính tắc là 


3-v„2.„-10 
1 68 3 


6. Vì 6 dnên ƒ = (—1 +2t;—1 +t;3+1). 


Mặt cầu tâm tiếp xúc với mp(P) và có bán kính R = !6 khi và chỉ khi 


4(1(P)) =6 hay 


L1l+2t—-2+2:—3-!+5Ì_ 
4.2“ +(- 1T 


G2 =1 
hi 
lÌ 
2¬ 
G3| = 
+ 
ằœ| 
sa 


3:—1=6 = 
c© |3t-l|=6 => — —— 
3— ] = —6 5 


VÁ 
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Vậy có hai mặt cầu thoả mãn yêu cầu đặt ra là : 


2 2 2 
(_ 1I 4 LÔ 
(60:|x= 5) +[y-3] t5] bác 
2 2 2 
-_ 13 8 4 \“- 
(%):|x+ 2] tz+Ã] +(z-3] o 


1. Cách 7. Ta tìm hai điểm phân biệt thuộc đường thẳng 4. 
Choz =0, ta được M(—1 ;—I ; 3) e đ, f= 1,ta được N(l:0; 4) e đ. 
Giả sử mặt phẳng (®) cần tìm có phương trình Áx + sứ +Cz+D=\Q0 với 
A?+B)+C? z0. 
Vì Mí, ý e mp(#) nên 
“AÄA-B+3C+D=0 - ŒC =-(2A+B) 
A+4C+D=0 D=7A+4bB. 
Do đó nạ = (A:B;~ 2A - B). 
Ta có np =(1;2;-l). 
Gọi ø là góc giữa hai mặt phẳng (®) và (P) (0° < ø< 909) thì : 
lA+28ð+2A+B|  _ 3 IA + BỊ 


COSØ = ¬—=——= .-_.. 
A? + B2 + (2A + B)? Ý6 \|5A? + 2B? + 4AB 

Trường hợp A+=0, ta có ø=90° là góc lớn nhất trong các góc có thể 
có giữa hai mặt phẳng (P) và (R), loại. 


Trường hợp A+Bz0, ta có 


3 (A+ BỶ 
6047) BH =———— —=——: 
16 {|2(A + BỶ” + 3A? 


suy ra ø>30”. 
Dấu = xảy ra khi A=0. Khi đó 8+0 (vì nếu 8=0 thì C=0, vô lñ). 
Ta chọn B=1 thì C=-(2A+B)=-1,D=7A+4B =4. 
Vậy mp() chứa đường thẳng đ và tạo với mpŒP) một góc nhỏ nhất 
(bằng 30”) có phương trình là : 
y—z+4=0. 
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Cách 2. (h.117) Xét mặt phẳng (Q) 
thay đổi đi qua đường thẳng đ, cắt 
mp(P) theo giao tuyến A. Vì 
A = áfì\(P) nên Ae<A'. 

Lấy một điểm K cố định trên đ 
(K # A). Gọi H là hình chiếu của K 
trên mp(P), 7 là hình chiếu của H trên 


A' thì HI và Ki cùng vuông góc với A' 
nên K7 là góc giữa mp(P) và mp(Ó). Hình 117 
: Tin KH ` ^ R ` đ+ SA F 

Ta có tan KIH = "HT mà KH không đối khi (Ó) thay đổi và HI < HA nên 
KIH nhỏ nhất © tanK/H nhỏ nhất > H! lớn nhất © / trùng A hay 
A'.L đ tạiA, tức là A' trùng A (A nói ở câu 5). 

Vậy mp(#) chứa đường thẳng đ và tạo với mp(P) một góc nhỏ nhất khi và 
chỉ khi mp(®) chứa đ và A (A nằm trên (P), đi qua A và vuông góc với đ) . 
Ta có P N = (0;—3;3) nên (R) có vectơ pháp tuyến là (0; 1; -I). 

1L 2 


Vì mp() đi qua A|-š:~:2) nên có phương trình là 


»+Ÿ-[z=J=0 hay y—z+4=0. 


1. Đường thẳng Að đi qua A(3 ; 3 ; 1), có vectơ chỉ phương 4 = (—3;— 1;0) 
nên có phương trình : 

xe3-=#ï 

y=3-~ƒ 


=zï — 


4 — . 


2. Ta nhận thấy A e mp(?) nên hình chiếu vuông góc của AÖ trên mp(?P) là 
đường thăng AH, trong đó H là hình chiếu của điểm B trên mp(P). 


Đường thẳng BH qua (0 ; 2 ; 1) và vuông góc với mp(P) nên có phương trình 


x=í 
y=2+í 
z=l+f, 
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đM L4 © TỆ.ữ, =0 © r= 14 = TRÍ =[¬ 


x=í 
: ¬- y=2+f 
đo đó toạ độ (x; y; z) của điểm H thoả mãn hệ : 
z=l+í 
x+y+z—=7=0. 
4+ (4 10 7 
Giải hệ ta được / = — H=|>;:—›:~-.. 
1a! hệ ta được 3 Ệ Sế: ;) 
Phương trình đường thẳng AH là 
x=3+5í 
y=3-f 
-{Zz= l- 4i. 


3. Đường thẳng đ nằm trong mp(P), đồng thời nằm trong mặt phẳng trung 


trực (x) của đoạn A8. Gọi 7 là trung điểm AB, ta có ï = Ệ : : : I) 
Mặt phẳng (2) đi qua 7 và có vectơ pháp tuyến là BA =  ; I; 0) nên có 
phương trình : 

(m) : . 
Vậy đ là giao tuyến của hai mặt phẳng (P) và (7). Do đó đ có phương trình : 


x =f 
y=7-3/ 
2. nự, 


4. Vì AB L mp(r) và đ c mp(n) nên nếu trong mp(r), kẻ đường thẳng /M 
vuông góc với đ (M e 3) thì IM chính là đường vuông góc chung của AB và đ, 
Ta có M = (r;7~— 3;2t) = IM =[-Š: = Ki: .2r =1} 

Đường thẳng đ có vectơ chỉ phương là ï„ = (1 ; - 3 ; 2). 


ca Ti 
14 ` 14 ` 14 
Vậy đường vuông góc chung của 4ð và đ là đường thẳng qua Ÿ và có vectơ 


chỉ phương ¬ TM =(-l1; 3; 5), đường thắng đó có phương trình : 


=.—. 
9 
5 
y=stải 
#=1+57 


Toannangcao.com - Chia sẻ kiến thức Toán nâng cao từ lớp 1-12 


1ó. 


5. Cách 1.K e AB > K =(3~ 30; 3—t; 1). 
ä—-3z+3-r+1-7|_ |0+2+1-7] 
v3 — 6M 
=Í 
=~¬I. 


d(,(P)) = d(B, (P)) © 


f 

© |_-44=Ìl-4l © ll=1 ¡ 
Với ? = l,K =(0 ; 2 ; l) nên K = Öð (loại). 
Với  = —Íl, K =(6 ; 4; Ù. 
Vậy K(6 ; 4; L) là điểm phải tìm. | | 
Cách 2. Vì Ae(P) nên đ(K,(P))=d(B,(P)) khi và chỉ khi A là trung 
điểm của KB. Từ đó suy ra K = (6; 4; 1). 
6. Với C c dthì Supc = 2 ABCI, AB không đổi nên S„„ nhỏ nhất khi và 
chỉ khi /C nhỏ nhất, tức C là hình chiếu của 7 trên đ. 


Vì C e đ nên C = ( ; 7— 3í ; 2f), suy ra lC= [-3.7-- 321) 


Ta có (CLaeTEw,=eei-Ÿ-3(r-x~Ÿ)<3@)=6<i=12 


17.47 34 
14°14 °14 


1. Đường thăng đ¡ đi qua điểm M,(O0 ; 2 ; - 4) và có vectơ chỉ phương 


Vậy điểm C cần tìm là Œ = ti N) (chính là điểm M ở câu 4). 


„(1 ; —1 ; 2). Đường thẳng đ, đi qua điểm M;(-8 ; 6 ; 10) và có vectơ 
chỉ phương u;(2 ; l1; =1). 


Ta có | úy | = —1;5;3), MụM; = —8;4;14) = |, |.MỊM, = 70 z 0 
= đi, d› chéo nhau. 

2. Gọi (ø) là mặt phẳng chứa đ; và song song với đ¡. Khi đó mp(2) qua 
điểm M;(-8 ; 6 ; 10) và có vectơ pháp tuyến 7 = | „y,ưạ |= (1 ; 5 ; 3) 
=(2): x—5y—3z+68=0. 

|0—10+12+68|_ 70 _ =2/85.. 


—6l+25+9 A35 


3. d(đdi, đ.) — d(M\.(ø)) = 


243 
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4. Viết lại phương trình đường thẳng đ, đ› dưới dạng tham số. Từ đó : 
M c đi nên M = (; 2—f; —4 + 20), 
Ned;nênN= (—-§+2/'; 6+/' ; 10-ứ') 
=. MN = (-8 + 2t'~ t ; 4+f+f : 14—-r~- 20). 


Đường thẳng MN sẽ là đường thẳng đ phải tìm khi MA // Óx hay hai vectơ 
MN và íq ;Ø; 0) cùng phương, nghĩa là 


+ ==i  = 18 
c© 
f'+ 2t = 14 f =—22. 


Vậy M = (18 ; -l6 ; 32) và đường thẳng đ phải tìm có phương trình 


tham số : 
x=l8+í 
đ: 4y = —l6 
z=32. 


3. Acdịi—A=(;2-f;-4+ 20), 
Bed;—=B=(S8+2f;6+f;10-r) 

= AB = (-8+2f—t ; 4+f+t ;14—r—20). 
AB Lư cœ6i+r=16, 
AB lu e>t+6f=26. 


" 6£ +f' = 16 =2 A=(2;0;0) 
Giải hệ =`ˆ 
| £+6t' = 26 f'=4 B =(0:10;6). 
Suy ra mặt cầu đường kính 4 có tâm 7=(1;5;3), bán kính bằng ^/35. 
Phương trình của nó là : 
'œ=l°4+0<5) =3) =35. 
17. 1.Tacó ABˆ =a” + b°,BC? = bˆ+cˆ,CA? =c?+a2 
= AB? + BC? - CA? = 2b? >0 —> AB? + BC? > CA? > B nhọn. 


Tương tự, ta suy ra các góc A,C' nhọn. 


244 
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a be 


2. Mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC có tâm (5:5:). bán kính 


R=2 a2? + b2 + c?. 
E2 
' X.y Z7 
3. Phương trình mp(ABC) : — + + ~— = ]. 
a b €C 
Đường thẳng đ đi qua gốc toạ độ Ó và vuông góc với mp(ABC) có phương 
trình là 


x=—f 
q 
"Ỷ 
Tp 
1 
2 = -íÍ. 
C~ 


Suy ra toạ độ giao điểm H của đường thẳng đ với mp(ABC) là 

". ab?c? | ba?c? ca”bŸ | 
a2b? + bˆc? + c?a? _a?bˆ +b?c +c?a? ` a?b? +b?c? +c?a?) 

4. Vì H là trung điểm của ÓØO” nên OO' =20OH , SUY ra 

_ 2ab2c? _ 2ba2c7 2ca?b? | 
a?b? + bˆc? + ca? ¬a?b? +b?c +ca? —a?b? + bfc? +c?a? 


= S+% +5 = x40 D2” s0 “4 là 


ch T —= 3S se.0H, 


Mặt khác, VoApC = 6 3 


abc 


mà ÓH = đ(O,(ABC)) = ——————————— 
\bŸc? +c2a7 + da b7 


1 
nên e2 bˆc = g5 0H? 


= §”= x42 + bˆc? + c?a?) = S7 + Sỹ + $š (đpcm). 
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6. Ä⁄ là trun điểm của A# nên M =| 5 ; 5 ; 0] =Ø =(§:3:0) 
` Bà có 2 k 2 9 -~ D k¿ 2 9 hở 
` . ưP ki ^ b lôi gƯn: b lổi 
Ñ là trung điểm của BC nên ý =|0; —;— —=ON-=|0;—;:—|. 
: “- dở hà”, 


P là trung điểm của CA nên P-|$ cŨ ¿ s)=ø5=(5 c0; < 


Các mặt phẳng (OMN) và (OMP) có các vectơ pháp tuyến lần lượt là 
—Z — bc -ac ab 
H(OMN) = |OM,ON | = 3) 
———— —— —-= bc ạc ab 


tò 
_‹ 


© a b? =bˆc? +a2c? = = = + = (đpcm). 
C a b 
Ấo 3o Zo 
+.P(x¿;Ys:z,) e mp(ABC) © - + p + Tiên 1. 
AP? _ (x¿ T4)” + y2 + Z2 — Z+y2 +72 _ 2% I= OP? _ “2ÃQ 1 
AO2 - a? ' a7 .d : a7 “ 


+———+——= 
AO* BO? CƠ? 


OP +Ì 
a?7b7c? 
OP? HP” + OH? 
=——+l= 5 + 
OH OH 


2 ` 
= = + 2 (đpcm). 
OH 
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MỤC LỤC 
Đề  Lờigiải- 
bài Hướng dân 5 
Đáp số 
Lời nói đầu 3 
Chương I - KHỐI ĐA DIỆN VÀ THỂ TÍCH CỦA CHÚNG 
§1. Khái niệm về khối đa diện 8 20 
§2. Phép đối xứng qua mặt phẳng và sự bằng nhau của 
các khối đa diện 6 21 
§3. Phép vị tự và sự đồng dạng của các khối đa diện. | 
Các khối đa diện đều ỉ 24 
§4. Thể tích của khối đa diện 8 26 
Ôn tập chương I _ 12 47 
Chương II - MẶT CẦU, MẶT TRỤ, MẶT NÓN 
— §1. Mặt cầu, khối cầu 53 69 
§2, §3. Khái niệm về mặt tròn xoay. 
Mặt trụ, hình trụ và khối trụ S/ 85 
§4. Mặt nón, hình nón và khối nón 60 93 
Ôn tập chương II 63 405 
Chương III- PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 
§1. Hệ toạ độ trong không gian. 413 448 
§2. Phương trình mặt phẳng 422 168 
§3. Phương trình đường thẳng L4 183 
Ôn tập chương lII | 138 209 
Ôn tập cuối năm 223 227 
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